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Eksamenstid:

5 timer:

Del 1 skal leveres inn etter 2 timer.

Del 2 skal leveres inn senest etter 5 timer.

Hjelpemidiler:

Del 1:
Vanlige skrivesaker, passer, linjal med centimetermal og vinkelmaler.

Del 2:
Alle hjelpemidler er tillatt, med unntak av Internett og andre verktgy som tillater
kommunikasjon.

Framgangsmate:
Du skal svare pa alle oppgavene i Del 1 og Del 2.

Der oppgaveteksten ikke sier noe annet, kan du fritt velge framgangsmate.

Om oppgaven krever en bestemt Igsningsmetode, vil ogsa en alternativ metode
kunne gi noe uttelling.

Veiledning om vurderingen:
Poeng i Del 1 og Del 2 er bare veiledende i vurderingen. Karakteren blir fastsatt etter
en samlet vurdering. Det betyr at sensor vurderer i hvilken grad du

e viser regneferdigheter og matematisk forstaelse

e gjennomfgrer logiske resonnementer

e ser sammenhenger i faget, er oppfinnsom og kan ta i bruk fagkunnskap i nye
situasjoner

e kan bruke hensiktsmessige hjelpemidler

e vurderer om svar er rimelige

e forklarer framgangsmater og begrunner svar

e skriver oversiktlig og er ngyaktig med utregninger, benevninger, tabeller og
grafiske framstillinger

Andre opplysninger:
Kilder for bilder, tegninger osv.:

e Alle grafer og figurer: Utdanningsdirektoratet

www.matematikk.org 2
\—"



DEL 1 Uten hjelpemidler

Oppgave 1 (3 poeng) Nettkode: E-4DEQ

Deriver funksjonene

a)
f(x) =2cos (3x)

Lgsningsforslag a)

Siden den deriverte av en konstant er lik O kan vi skrive
f'(x) = (2cos(3x)) " = 2 (cos(3x)) ".

Videre kan vi bruke kjerneregelen for derivasjon, som sier at den deriverte av en
sammensatt funksjon f(u(x)) er u’(x)f’(u (x)). Ved 8 sette u(x) = 3x far vi altsa

f'(x) =2 (cos(3x)) " = 2(3x)" (— sin 3x),
siden (cos x) ' = —sinx og siden (3x)’ = 3 far vi
f'(x)=2-3:(—sinu) = —6sin(3x).

Svar: f'(x) = —6sin (3x)
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b)
g (x) = 5¢* - sin (2x)

Lgsningsforslag b)

Produktregelen konstanterer at hvis u(x) og v(x) er to funksjoner, ma
(uv) = u'v + uv'. Hvis vi setter u(x) = 5e* og v(x) = sin(2x) ser vi at

g'(x) = (uv) = u'x)vx) + ux)v'(x).

Videre finner vi u’(x) ved & derivere 5¢*. Siden konstanter alltid kan tas utenfor
derivasjonen og e* er sin egen deriverte ma

u'(x) = Se*.

Videre finner vi v'(x) ved a derivere sin(2x). Kjerneregelen for derivasjon sier at hvis
vi setter k = 2x er

(sin 2x)" = (2x)’ cos(2x) = 2 cos 2x.

Altsa

V'(x) = (sin2x) ' = 2 cos 2x.
Den deriverte av g(x) blir altsa

g'x) =u@vkx) + ux)'(x) = (5e) (sin 2x) + (5¢*) (2 cos 2x)
= 5¢¥ sin 2x + 10e* cos 2x = S5e* (sin 2x + 2 cos 2x) .

Svar: g'(x) = Se* (sin (2x) + 2 cos (2x))

www.matematikk.org 4
—"



Oppgave 2 (3 poeng) Nettkode: E-4DET

Bestem integralene

a)
f (x3 — Zx)dx

Losningsforslag a)

Siden et integral av en sum er en sum av integraler kan vi skrive
/ (x3 — 2x) dx = fx3dx + f(—2x)dx

og siden fo(x)dx = C/f(x)dx for alle konstanter C og integrerbare funksjoner f(x)
kan vi skrive

fx3dx + f(—2x)dx = fx3dx — 2fxdx.

Videre vet vi at integralet av en funksjon x" er ﬁx”“ + C siden den deriverte av
1

mx”“ er x". Alts3 har vi at

fx3dx—2fxdx=%x4+C1—2-%x2+C2=ix4—x2+Cder C=C+C,

Svar:f(x3 — 2x)dx = %x“ —x24+C
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b)
/lex-ln x dx

Losningsforslag b)

Delvis integrasjon sier at hvis u(x) og v(x) er to funksjoner, sa er
fu’vdx =uy — fuv’dx.

Ved & sette u'(x) = x og v(x) = Inx far vi u(x) = %xz og v’(x) = (lnx)’ = % . Altsa
har vi at

/1e x In xdx = fle u’(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]] — /1e u(x)v/(x)dx

= [ sl - 7 2 L= (L2 sl - [ bads = [ 222 ] — [ 227

Alt som gjenstar nd er a evaluere grensene

I x|, - [322]] =(3fe-117In1) - (1 - 117)
= (3¢1-0) = (4 - ]
=+ =1(2+1)

Vi har altsa funnet at

J{x-Inxdx= %(62 +1).

Svar: flex-ln xdx = %(62 + 1)
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Oppgave 3 (4 poeng) Nettkode: E-4DEW

a)

Lgs differensiallikningen

y'=2y=3 nér y(0)=13

Lgsningsforslag a)

Vi kan Igse differensiallikningen ved a benytte et lurt triks kjent som “integrerende
faktor”. Idéen er & multiplisere begge sider av likningen med en funksjon slik at vi
kan kjenne igjen produktregelen for derivasjon. Hvis

f(x) er en deriverbar funksjon kan vi skrive

(Fy) " =fy" +f(x)y,

og ved 3 kreve at dette skal vaere lik venstresiden i differensiallikningen multiplisert
med f(x) far vi

JEY +f (x)y =fx)y" = 2f @)y,

som betyr at vi ma ha f’(x) = —2f(x). En funksjon som tilfredsstiller dette er
f(x) = ¢7%*. Ved & multiplisere begge sider av differensiallikningen med ¢=%* kan vi

altsa skrive
(e—ny) f = o2y — 2072y = 3e72x,
Hvis vi nd integrerer begge sider av likningen med hensyn pa x finner vi at
/ (e‘zxy) 'dx = e‘zxy(x) + C;
for en konstant C; og

f3e‘2xdx = —%e_zx + G

for en konstant C,. Ved & kombinere de to konstantene til en felles konstant
C = G, — C, kan vi altsd skrive Igsningen av differensiallikningen som

e_zxy(x) =C— %e‘b‘.

Ved 8 multiplisere begge sider av likningen med ¢** folger det at

y(x) = Ce* — %,

5

og siden y(0) = > ma

—chA _3_—Cc-_3-_35 -3 45 _
y0)=C -5 =C-3=5=>C=3+3=4
Den spesielle Igsningen av differensiallikningen er altsa

y(x) = 4¢** — %
Svar:y(x) = 4e>* — % :
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b)
Bestem likningen til tangenten i punktet (O,

Lgsningsforslag b)

Siden tangenten pa grafen til funksjonen y(x) fra oppgave a) i punktet (O i) er en

2 )
rett linje kan den skrives som en lineaer funksjon #(x) = Ax + B, der A er
stigningstallet og B er konstantleddet til linjen. Siden #(x) per definisjon deler

stigningstall med y i punktet (0, %) ma A = y’(0). Selv om det er helt uproblematisk

a derivere y(x) for deretter a sette inn punktet x = 0, er det enda lettere 3 huske at
y(x) tilfredsstiller likningen i 3a. Altsa er

Y

) P& grafen til y.

— — — 39—
A=y (0)=3+2y(0) =3+22 =38
Konstantleddet, B, finner vi ved & se hvor #(x) skjeerer y-aksen. Vi vet imidlertid at ¢
gar gjennom punktet (0, %), som ligger pa y-aksen. Altsd ma konstantleddet veere
gitt som y-koordinaten B = % Dette betyr at tangenten er gitt av funksjonsuttrykket
_ 5
t(x) =8x+ o

Svar:t(x) = 8x + %
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Oppgave 4 (4 poeng) Nettkode: E-4DEZ

Punktene A (0, 6, 6), B(0,0,7) og C(6,0,5) ligger i planet a.
a)

Bestem likningen til a.

Losningsforslag a)

Vi begynner med & finne to vektorer mellom punkter i planet. Et naturlig valg er da
—> —_—>
vektorene AB og AC gitt ved

— —_— —
AB =OB - OA= [0,—6,7—6] - [0,—6,1]

AC =0C — OA = [6,—6,5—6] - [6,—6,—1].

Deretter beregner vi kryssproduktet AB X AC

e. e e
—_—> — * Y . -6 1 | 0 | B N 0 —6—)
BXAC= —_ = = +
0 =61 )—6 _1/° )6 ~1|® ‘6 —6|~
6 -6 -1

= (6 + 6)e, + 6e, + 36e, = [12,6,36]

Det eneste viktige med denne vektoren er retningen. Det betyr at vi kan dividere
vektorens lengde med 6 og heller velge 7= [2, 1,6] som normalvektor for planet.
- . o o ,. .

Alle vektorer r = [x,y, z] mellom punkter i planet ma altsa tilfredsstille

71)-7)=2x+y+6z=0.

Likningen for planet a er imidlertid en likning for alle punkter (x,y,z) - ikke alle
vektorer! Dette kan vi ta hgyde for ved & kreve at

—
71) . (7—0P> =2x+y+6z—2xp —yp —6zp =0,
der P(xp,yp,zp) €r et eller annet punkt i planet a. Ved a velge P = A far vi at

2x+y+62—6—-6-6=2x+y+62—42=0

er likningen for planet «a.

ALTERNATIV LOSNING

Svar:2x+y+6z—-42=0
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b)
Et punkt P ligger pa linjen gjennom punktene O (0, 0, 0) og A (0, 6, 6).

Bestem mulige koordinater til P slik at volumet av tetraederet ABCP blir 42.

Lgsningsforslag b)

— —
At punktet P ligger mellom O og A betyr at vi kan uttrykke det ved OP = tOA der

_)
t € R. Volumet av et tetraeder utspent av tre vektorer Z, b og C er ngyaktig en
sjettedel av volumet til parallellepipedet utspent av de samme vektorene. Siden

- -
volumet av parallellpipedet utspent av ?z), b og ? er <71) X b > e
volumet av tetraederet utspent av AB,AC og AP gitt av

— =, —
V= l|(AB xAc) -AP‘

er altsa

6

Vektorene AB,AC og AP kan vi uttrykke

— _— -

AB — OB — OA = [0,0, 7] _ [0, 6. 6] - [0, _6, 1]
— —_— —

AC —O0C — OA = [6, 0, 5] _ [0, 6. 6] - [6, —6,—1]

AP =OP—OA = [O,6t,6t] - [0,6,6] = [O,6<t— 1),6<t— 1)]

—_— —>
I a) fant vi at kryssproduktet AB X AC = [12,6,36]. Volumet av tetraederet er altsa

V=140 (ABxAC)| = £1012:6,361- (0,6~ 16— D]

= é|6-6(t—1)+36-6(t—1)|=|6(t—1)+36(t—1)|=|42t—42|=42|t—1|

For at volumet skal vaere lik 42 ma vi altsd enten ha t =0 eller t = 2. Det er med
andre ord to mulige koordinater for P, nemlig P (0,0,0) og P (0,12,12).

Svar: P(0,0,0) og P(0,12,12)
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Oppgave 5 (4 poeng) Nettkode: E-4DF4

"y

Figuren viser grafen til en funksjon f(x), der x € [0, 9].
La g(O) = [, f(x)dx, der t€[0,9]

a)

Bestem g (2). Forklar at den stgrste verdien til g () er 10.

Losningsforslag a)

Siden g(?) er arealet under grafen til f(x) fra x = 0 til x = ¢, og f(x) er konstant lik 4
pa intervallet [0,2] ma

g<2> = f02f<x>dx =f<0> Ax=4.2=8,

Siden de eneste positive bidragene til g(r) kommer fra punkter der f(x) > 0, og

f(x) > 0 for x € [0,3], kan g(¢) aldri ta stgrre verdier enn g(3). Vi kan dele opp arealet
under f(x) mellom x = 0 og x = 3 i den rektangulaere biten x € [0,2] og den
triangulaere biten x € [2,3]. Vi far da at

g(3) = rektangel + trekant = 8 + %4 -1=8+2=10.

Altsa kan ikke g() ta stgrre verdier enn 10.
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2 Rektangel

| Trekant

0 1 2 4 5 6 7 8 2

Svar: g(2) =8

b)
Bestem nullpunktet til g. Avgjgr hvilke verdier av t som gjgr g (t) negativ.

Lgsningsforslag b)

Arealet over x-aksen avgrenset av grafen til f og intervallet [0, 3] er like stort som
arealet under x-aksen avgrenset av f og intervallet [3, 6].

Siden f(x) er positiv for alle x € [0, 3) og negativ for alle x € (3, 6] betyr det at

g(6) = 0. Dette betyr at r = 6 er et nullpunkt for g(¢) og at g(¢) er negativ for alle t > 6
siden f da er negativ. Merk imidlertid at g(f) ogsa forsvinner nar t = 0 ettersom
arealet under f mellom 0 og 0 ngdvendigvis ma vaere 0.

Altsa er nullpunktene for g(f) ngyaktig de to punktene t=0 og t=6. Hvist > 6 er

altsd arealet under x-aksen stgrre enn arealet over x-aksen. Det betyr at
g (<0 for t € (6,9].

Svar:t=0 ogtr=6
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Oppgave 6 (4 poeng) Nettkode: E-4DF8

8
(-0.35.7) (2,79. 7)

6
(-1.14. 5/\\(0.43 .5) (2. 5/\(3.57 . 5)
\/ ' \/ \

(1.22. 3)

2

-2 -1 0 1 2 3 4

Ovenfor ser du grafen til en funksjon f(x) =Asin(cx+ ¢;) +d.
a)

Bestem A, ¢, d og ¢, ved hjelp av grafen og de punktene som er markert pa grafen.

Skriv opp funksjonsuttrykket til f (x).

Lgsningsforslag a)

Vi begynner med 3 finne likevektslinjen d. Fra grafen ser vi at f(x) maksimalt tar
verdien f(x) = 7 og minimalt f(x) = 3. Disse toppene ma komme fra sinusfunksjonen
i f(x) og siden sinus avviker like mye fra null i bade positiv og negativ retning ma
likevektslinjen vaere verdien midt mellom maksimal- og minimalverdien til f. Altsa
ma d = %(7 + 3) = 5. Det fglger at forskjellen mellom likevektslinjen og

maksimalverdien til f(x) ma veere ngyaktig verdien av A. Altsa harviat A=7 -5 =2

For nd & finne c finner vi farst avstanden Ax mellom to naerstdende topper - altsa
perioden til funksjonen. Fra grafen finner vi at den er Ax = 2.79 — (—-0.35) = 3.14

som er omtrent lik 7. Avstanden mellom to topper pa grafen til funksjonen sin(x + ¢)
er 2. Da ma vi ha 27 = cAx, noe som betyr at ¢ = 2. Vi har altsa funnet at

f(x) = 2sin(2x + ¢1) + 5.

Ved & benytte omskrivingen 2x + ¢, = 2 (x — (—%qﬁl)) ser vi at stgrrelsen —%4)1 ma
vaere grafens faseforskyvning, som vi ved 3 lese av ser at er omlag 2. Det betyr at
1
Altsd har vi tilnsermet funksjonsuttrykket til & vaere
f(x) = 2sin(2x — 4) + 5.

Svar: f(x) = 2sin(2x — 4) + 5.

Merk at vi alltid kan legge til, eller trekke fra, 2z fra vinkelen uten a8 endre verdien
til uttrykket.
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b)
Grafen ovenfor kan ogsa vare grafen til g(x) = Acos(cx+ @) +d.

Skriv opp funksjonsuttrykket til g(x).

Lgsningsforslag b)

En cosinusfunksjon ligger alltid et kvart omlgp foran en sinusfunksjon. Med andre ord
er det ikke behov for @ gjgre annet enn & forskyve vinkelen inne i sinusfunksjonen
fra oppgave 6a) slik at vinkelen alltid ligger % bak. Med andre ord kan vi bruke at

2sin(2x—4)+5=2cos (2x—4— %) +5

til 3 finne folgende tilnaermede uttrykk for g(x):

g(x) ~ 2cos (2x—4 - %) + 5.

ALTERNATIV LOSNING

Svar:
gx) ~2cos(2x+0,7) + 5.

Merk at vi alltid kan legge til, eller trekke fra, 2z fra vinkelen uten & endre
uttrykket.
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Oppgave 7 (2 poeng) Nettkode: E-4DFB

Bruk induksjon til @ bevise pastanden

Py: (1=3)-(1=3) - (1=3)(1-73) - (1-55) =707, neN

n+l1 n+l ’

Losningsforslag

Vi skal vise at utsagnet

Po:(1=5) (1=5)-(1=5)--(1-3)-(1-75) =75

er sant for alle naturlige tall n.

Med n = 1 blir produktet pa venstre side bestaende av bare én faktor, nemlig
1-— % = % Hgyre side blir 11? = % Dette viser at P (1) er sann.

Anta at P (k) er sann, altsa at
(1-3)-(0-5-0-5 (=P -(-gr) =

Da ma vi ha

= e (1= 2] = B oo = Lol = e 1= ]

_1.(1_1)_1'k+2—1_ k1 1
T k+1 2/ T k+l 42 T (k- DEF2) T k2
_ 1

(k+1)+1

Dette er presis utsagnet P (k + 1), sa vi har vist at P (k) = P(k+ 1). Dermed er
P (n) sant.
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DEL 2 Med hjelpemidler

Oppgave 1 (8 poeng) Nettkode: E-4DFE
a)

Vi har en uendelig geometrisk rekke a; +a, + a3z +... som er konvergent.

Vis at summen § av rekken kan skrives

(112

ay—das

Losningsforslag a)

Siden rekken er geometrisk, er a, = ka;, der k = Z_2 er kvotienten til rekka. Summen

1
er § = -4 — a
- 1-k - a)|—ay :

b)

Figuren nedenfor viser en rettvinklet og likebeint AABC der katetene har lengde 12.
Inne i trekanten har vi en rekke kvadrater (markert med bldtt pa figuren). Det
stgrste kvadratet har side 6, det nest stgrste har side 3, slik at sidene til kvadratene
blir halvert i det uendelige.

c

Forklar at summen § av arealene til kvadratene kan skrives som en uendelig
geometrisk rekke. Bruk formelen i oppgave a) til 8 bestemme S.

Losningsforslag b)

Siden /\ ABC er likebeint og rettvinklet ma det stgrste kvadratet ha sidelengde
I = %AB = 6. Det neste kvadratets nedre, venstre hjgrne ma pa tilsvarende mate

dele [, i to like store segmenter. Det betyr at det neste kvadratets sidelengde er
I, = %ll = 3. Ettersom dette mgnsteret fortsetter pa samme mate ma

2 3 o . ;
I3 = %lz = (%) li,14 = (%) [, og sa videre. Summen § av arealene til kvadratene
kan da uttrykkes ved
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§ =B +05+05+...
2 212
=12+ [20] + [(%) ll] +...
og ved 3 ta i bruk formelen i oppgave a) finner vi

t ? 417 .62
S_ 1 _ 1=1_46_144_48.

IO

Svar: S =48

c)

AABC inneholder ogsa uendelig mange rettvinklete og likebeinte trekanter (markert
med grgnt pa figuren) der sidene ogsa halveres fra gang til gang. Skriv summen av
arealene til disse trekantene som en uendelig geometrisk rekke. Bestem denne
summen.

Lgsningsforslag c)

Siden arealet av hver trekant er halvparten av kvadratet pa dets hgyre side og
summen av arealene til kvadratene kan skrives

2
Stvadrar = l% + [%11]2 + [(%)211] oo

fglger det at summen §;,.1.; @V trekantene er gitt av den uendelige geometriske
rekken

1 111,12, 17102 17
Strekant = 5112+§[511] +§[<§) ll] +...
Verdien av denne summen finner vi lettest ved & se at S = %Skmdmt , slik at

Strekant = % - 48 = 24. Alternativt kunne vi brukt formelen fra a).

Svar: S ewam = 24
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d)
Forklar hvordan du kunne ha funnet de to summene i oppgave b) og oppgave c) ved
hjelp av et geometrisk resonnement.

Lgsningsforslag d)

Siden /\ ABC er en rettvinklet, likebeint trekant der lengden av katetene er 12, har
/\ ABC areal %122 = 72. Videre vet vi at hvis Si 44y €F SUMmMen av arealene til

kvadratene og S,,.i.;; €F SUMMen av arealene til trekantene, s8 ma
Skvadrat = 2Strekant

fordi hver trekant utgjgr ngyaktig halvparten av det tilsvarende kvadratet. Siden alle
de sma og trekantene og kvadratene fyller /A ABC ma vi ogsa ha at Si,uirar + Sirekant
er arealet av /\ ABC, altsa

Skvadrat + Strekant =T72.

Det betyr at vi har likningsettet

(I) Skadrat + Strekat = 72
(H) Skadrat = 2Strekaznt’

som lgses av Siadrar = 48 09 Sprekant = 24-
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Oppgave 2 (8 poeng) Nettkode: E-4DF]

En differensiallikning er gitt ved
4y"+4y'+5y=0
a)

Sett opp den karakteristiske likningen, Igs denne og bruk Igsningen til & bestemme et
generelt uttrykk for y.

Lgsningsforslag a)

En andre ordens homogen differensiallikning har alltid to uavhengige Igsninger.
Dersom vi klarer a gjette oss frem til to forskjellige I@sninger har vi altsa lgst
likningen. Mennesker fgr oss har heldigvis funnet ut at det er lurt 8 gjette pa
Igsninger pd formen y(x) = ™. Da ery’(x) = 1¢* og y" (x) = 12¢**. Ved & sette
dette inn i likningen over far vi

4026™ + 40e™ + 5¢M = e (422 + 41+ 5) =0,
og siden ¢** aldri blir null ma dette veere sant fordi

422 + 44+ 5=0.

Dette er den karakteristiske likningen! Denne kan vi Igse ved & bruke
annengradsformelen

—441/42—4.4.5 . —1i%'\/‘?'\/1—5 . —1xy/4/-1 _
= 3 = 5 =

24

1=

1 .
zil

der i = 4/—1. De to Igsningene er altsa

l+i)x

n @ =el3 og () =el"z7

Ettersom y; og y, lgser likning i oppgaveteksten, ma ngdvendigvis ogsa
y(x) = Ay; (x) + By, (x) lgse likningen for to konstanter A og B. Vi kan altsa skrive den
generelle Igsningen pa formen

)’<x> — Ae("3+)x 4 Bol-3-i)x

Dersom du kjenner til formelen ¢ = cosx + isinx kan du bruke til 8 komme frem til,
etter mye jobb, uttrykket

1
y(x) = ¢ 2" (Ccosx + Dsinx)
for noen andre konstanter C og D. Her er det imidlertid mye enklere & bruke
kommandoen

SolveODE[4y”+4y’ +5y=0]
som gir
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y=0 COS<X>8_% + G, Siﬂ(x)e‘%.

Numerisk Igsning:
Skriv fglgende kommando i CAS:
LosODE[4y”+4y’ +5y=0]
Det gir
y=0_C; cos(x)e‘% + G sin<x>e‘%.
Svar: Karakteristisk likning:

42> +41+5=0.

Generell Igsning:

y=C cos(x)e_% + G sin(x)e_g.

b)
Finn integrasjonskonstantene nar du far vite at y(0)=3 og y (%) =0.
Losningsforslag b)
Ved fgrst @ kreve at y(0) = 3 far vi
3=Ccos(0)e® + Cysin(0)e™® =C, = C; =3.

Ved deretter & kreve at y (2%) = 0 far vi

0=3cos (2) % + Cysin(Z)es G =-—3_=-2 =3

Den spesielle Igsningen er altsa
y<x> =3¢"3 (cosx + sinx)

Numerisk Igsning:

Skriv fglgende kommando i CAS:
LgsODE [4y”+4y’ +5y=0,{(0,3),(3 \pi /4,0)}]

Resultatet er
y(x) = 3cos<x)e_§ +3e72 sin<x>.

Svar: y(x) =3¢ 2 (cos x 4+ sin x)
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c)
Tegn grafen til y=f(x) for x € [0, 3x) .

Lgsningsforslag c)

Vi bruker fglgende kommando i GeoGebra for @ definere den spesielle Igsningen
f(x)=3exp(-x/2)(cos(x)+sin(x))

For & tegne denne pa intervallet [0, 37) bruker vi deretter:
y=Dersom[0 \leq x < 3\pi, f]

Svar:

u.y

3.5

0 /2 \ m 3ng2_ .~ 2m smy2 3n

d)
Bestem eventuelle nullpunkter til f og koordinatene til eventuelle topp- og
bunnpunkter pa grafen til f nar x € [0, 37) .

Losningsforslag d)

Vi begynner med & finne nullpunktene ved & kreve at disse punktene tilfredsstiller
f(x) = 0. Det gir
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3¢ 3 (cosx + sinx) =0,
og siden 3¢™7 ikke kan ha skyld i at funksjonen er null, ma
cosx + sinx = 0.

Ved & dividere begge sider av likhetstegnet med cos x kan likningen omgjgres til
kravet

tanx = —1,

som betyr at
x=arctan(—1)+nr, n € Z

x=—f+mt,n€Z
_ 1
x—mr+arctan(§) forne 7

(Hvis du ikke har sett funksjonen arctan(x) for er det antageligvis fordi du har lzert a
heller skrive tan~! (x), som betyr det samme.)

Nullpunktene i intervallet [0, 37) er altsa

3x Tx llx)

xe{4,7, 4

For & finne topp- og bunnpunkter deriverer vi fgrst funksjonen

fx) = (36_% (cos x + sin x)>'

<3e‘% ) (cos x + sin x) + 3¢~ (cos x + sin x)’

—%e‘% (cos x + sin x) + 3¢ 3 ((cos x) + (sin x)')

= —%e‘? (cos x+sin x) + 3¢ 2 (—sin x + cos x)

— (3 — %)e‘§ cosx + (—% — 3)e‘§ sin x

(O8]

X .
= =e¢~2 (cosx — 3sinx)

\S)

Deretter finner vi mulige ekstremalpunkter x ved a kreve at f'(x) = 0. Det gir

(O8]

X
5€ 2 (cosx — 3 sinx) = 0,

X
2

og siden 2¢~2 aldri kan bli null m&

2

cosx — 3sinx = 0.

sin(x)
cos(x)

Ved a dividere begge sider av likhetstegnet med cosx og lgse for tan (x) =

vi skrive
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tanx =

9

U)|>—

som lgses av

x=mr+arctan(%) forn € Z,

der arctan% ~ 0,322. Ved enten a sette inn vilkarlige verdier mellom nullpunktene,

eller & se pa grafen i oppgave 2¢, finner vi at funksjonen har toppunkter

x € {0.322,6.605)

og bunnpunkt i
x = 3,463.

Dette finner vi ved & se at f'(x) veksler mellom & vaere positiv og negativ mellom
hvert nullpunkt, og at den begynner som positiv. Nullpunktene til f(x) er

%,% og %. Bunnpunktet er (3.463, — 0.672) og toppunktene er

(0.322,3.231) 0g (6.605,0.140).

Numerisk Igsning:

Bruk fglgende kommandoer geoGebras grafdel:
f(x) = Dersom[0 \leq x < 3\pi, 3exp( -x/2 ) (cos(x) + sin(x))]

NP_1:=Nullpunkt[f, \pi/2,\pi]
NP_2:=Nullpunkt[f, 3\pi/2,2\pi]
NP_3:=Nullpunkt[f, 5\pi/2,3\pil

BP _1:=Ekstremalpunkt[f, \pi, 2\pil
TP_1:=Ekstremalpunkt[f, O, \pil
TP_2:=Ekstremalpunkt[f, 3\pi/2, 5\pi/2]

Resultatet er punktene

NP, =236 NP, =55 NP; = 8.64

BP, — (3.46,-0.67)
TP, = (0.32,3.23)
TP, = (6.6,0.14)

Svar: Tilneermede, numeriske verdier er

BP, = (3.46,-0.67)
TP, = (0.32,3.23)
TP, = (6.6,0.14)
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Oppgave 3 (8 poeng) Nettkode: E-4DFP

/ B(4.0.0)

X

En pyramide ABCDT er gitt pa figuren ovenfor. Pyramiden settes inn i et
tredimensjonalt koordinatsystem slik at koordinatene til A, B og T er gitt ved
A0,0,0), B4,0,0), T(,O0,4). Punktene C og D ligger i xy-planet.

a)
Vi setter #BAD = 135° og AD = 4+/2. Vis at D har koordinatene (-4, 4, 0).

Lgsningsforslag a)

Vi kan fgrst merke oss at D ligger i xy-planet og at vi derfor ma ha z = 0. Siden
vinkelen mellom punktet x-aksen og AD er 135°, er vinkelen mellom y-aksen og AD
lik 45°. Siden avstanden fra Origo, A, til D, som er 44/2, er hypotenusen i en
likebenet og rettvinklet trekant ma katetene ha lik lengde, a. Denne lengden ma

ifglge Pythagoras leeresetning tilfredsstille @® + a> = 2a*> = (44/2)> = 32. Alts8 m&

kateten ha lengde a = 4. Siden den ene kateten ligger i positiv y-retning og den
andre i negativ x-retning ma koordinatene til D vaere (—4,4,0).

ALTERNATIV LOSNING

Svar: Koordinatene til D er

(—4,4,0).
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b)
Punktet C er slik at BC = %AB + AD. Vis at C har koordinatene (2, 4, 0).

Lagsningsforslag b)

Siden punktet C ma tilfredsstille BC = %AB + AD, og koordinatvektoren til C er

AC = AB + BC

kan det veere lettere @ ta utgangspunkt i

AC = AB + 7 AB + AD = 2AB + AD.

— —_—
Siden A ligger i Origo har vektorene AB og AD samme koordinater som punktene B

og D. Det betyr at
—>

AB =1[4,0,0]
—

AD =[-4,4,0].

Koordinatvektoren til C er da gitt av

AC = 3AB +AD = %[4, 0, 0] + [—4,4, 0] = [2.4-440] = 24,01
Alts3 kan vi skrive koordinatene til C som
(2,4,0).

Svar: Koordinatene til C er

(2,4,0).
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c)
Punktene B, D og T ligger i et plan «.

Vis at likningen foraer x+2y+z—-4=0

Lgsningsforslag c)

— —>
Vi begynner med a finne uttrykk for BD og BT, som er to vektorer mellom punkter i

planet a. Disse er gitt ved

BD —AD — AB = [-4,4, 0] _ [4, 0, o] - [—8,4, 0]

BT =AT —AB = [0,0,4] _ [4,0,0] - [—4,0,4].

_— —
Deretter beregner vi kryssproduktet BD x BT ved

- > -
e, e, ¢

—_— J 4 0|— -8 0|= -8 4|-

BD X BT = |— = b = +
540 ‘0 4| ’—4 4 ‘—4 0|
-4 0 4

= 16e, — (=32)e, + 16e, = [16,32,16].

Siden vi bare er interessert i retningen til denne vektoren kan vi velge
normalvektoren

— —
% = -LBDxDT = [1,2,1].
—

Hvis AP er koordinatvektoren til et punkt i planet @ ma alle punkter med koordinater
(x,y,2) i planet «a tilfredsstille likningen

7 ([x,y,z] —ﬁ> 0.

Ved & velge P = B far vi da at likningen for planet « er gitt av
W ([orzg] = [4.0,0]) = [L21] - [x—4y.z] =x+2y+z-4=0.
Altsd er likningen for planet a

x+2y+z-4=0

Svar: x+2y+7z—-4=0
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d)
Volumet av pyramiden ABDT kalles V; og volumet av pyramiden CBDT kalles V,.

Bestem forholdet %

Lgsningsforslag d)

Siden begge pyramidene innholder punktene B,D og T kan vi bruke kryssproduktet
—_— —>
vi beregnet i oppgave ¢): BD X BT =[16,32,16] . Ettersom en pyramide utspent av

— -
tre vektorer Z), b og ¢ har volum V=% (?z) X b) i

, kan vi uttrykke

volumene V; og V, ved

— e —
V, = BA-<BD><BT>’og v, =%‘BC-<BD><BT>‘

1
6

o o — — — —
Alt vi trenger er altsa a finne uttrykk for vektorene BA og BC. Siden BA = —AB og

—> — —>
AB er koordinatvektoren til B fglger det at BA = [—4, 0, O] . Videre finner vi BC ved

—_— - —>

BC =AC — AB = [2,4,0] _ [4,0,0] - [—2,4,0].

Altsa har vi

v =1 |BA . (BD x BT>| = L|[=4,0,0] - [1632,16]
_ 1 _ 64
= Ll4.16+0+0/=%

og

Vs =+ |6C- (BD x BT )| = L11-2401 - (16,32 16]

=1|-2-16+4:32+40]= 2

Det betyr at
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Oppgave 4 (6 poeng) Nettkode: E-4DFV

Et fotballmal har lengde CD = 7,3 m. En fotballspiller Igper med ballen langs
linjestykket AB, slik figuren nedenfor viser. Punktet B ligger 8,0 m fra punktet C.
Han vil skyte pa mal ndr za = ZDAC er stgrst mulig. Za avhenger av lengden
x=AB.

Vi setter £DAB =u og £ZCAB =v oglar f(x)=tan(a) =tan(u —v)
a)

t. —t
Bruk formelen tan (4 —v) = ———2Y

1+tan u-tan v

7,3x
x24+122,4

Lgsningsforslag a)

Siden /\ CAB er rettvinklet ma

til 3 vise at f(x) =

_ —CB _ 8
tanv = tan ZCAB = A= %

Siden ogsd /\ DAB er rettvinklet ma vi ha

7,3 m+8,0 15,3
tan u = tan zDAB = 28 — DC+CB _ o L .
AB AB xm X

Fra formelen i oppgaveteksten fglger det da at

tan u—tan v
f@ = tana = tan(u —v) = T
153 g
— X x — (15,3_8)X _ 7,3x

T4 2338 T 241538 T x241224°

X

som er det vi gnsket a vise.
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b)
Bestem den stgrste verdien for f (x) og tilhgrende verdi for x.

Lgsningsforslag b)

For a finne den stgrste verdien for f(x) ma vi forst beregne f'(x), for deretter & kreve
at f'(x) = 0 pa en slik mate at f'(x) gar fra @ veere positiv til 8 vaere negativ i punktet
x. Fra brgkregelen for derivasjon fglger det at

J'()

_ 7,3x ,_ (7.3%) (x24+122,4) -7 3x- (x?+122,4)’
B (x2+12274> B (x2+122,4)
_73-(x?41224)-73x2x _ 893.52-7,3.x2
B (x2+122,4)° C (x2+1224)°

Siden nevneren aldri blir uendelig stor ma f'(x) = 0 bety at

89352~ 7,3 %% =02 x = &/ oot = +1/122,4 ~ +11,06.

Ettersom vi ikke er interessert i situasjonen der fotballspilleren har Igpt langt forbi
malet velger vi bare den positive Igsningen, altsa x ~ 11,06. Siden disse er de eneste
nullpunktene til £/(x), £(0) er positiv og f/(100) er negativ ma x =~ 11,06 vaere det
eneste toppunktet til f. Verdien av f(x) er da tilnsermet lik

7,3-11,06

_ 130 0,330,
(11,06)°+122,4

f<11,06> -

Svar: f(11,06) ~ 0,330

<)

Vi vet at a har sin stgrste verdi nar tana har sin stgrste verdi.

Bestem o,k -

Lgsningsforslag c)

Siden a er maksimal nar tan @ er maksimal holder det & finne x slik at f(x) = tana er
maksimal. I oppgave d) fant vi den stgrste verdien for f(x), og siden dette ogsa gir
maksimal a kan har vi allerede funnet at

tan a1 ~ 0, 330.
Det betyr at
Umars & arctan(0,330) ~ 0,319 = 0.319150" ~ 18,3°.
Altsd er den maksimale verdien av « lik 0,319 radianer, eller 18,3 grader.

Svar: ., ~ 0,319 radianer ~ 18,3".
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Oppgave 5 (6 poeng) Nettkode: E-4DFZ

Et plan a er gitt ved likningen

2x+y—2z4+3=0
a)

Bestem likningen for den kuleflaten som har sentrum i punktet §(11, 2, —6) og som
har o som tangentplan.

Losningsforslag a)

Ifglge Pythagoras leeresetning ma punktene pa en kuleflate med sentrum i punktet
S(11,2,—6) og radius R tilfredsstille

(k=112 + (y-2)"+ (z+6)* -R2=0.

Siden « er et tangentplan for kuleflaten ma radien, R, veere avstanden fra S til planet
a. For & finne denne avstanden trenger vi forst et punkt i a. Her kan vi for eksempel

velge punktet A(0, —3,0). Vektoren fra dette punktet til kulens sentrum, S, er da gitt

ved

—_ - —>

AS = OS — OA = [11,2,—6] _ [o,—3,o] - [11,5,—6].

Videre gir koeffisientene i likningen i oppgaveteksten at normalvektoren til planet o
er 1 = [2, 1, —2] . Avstanden mellom § og planet a er da gitt som

R = |AS - i ={[11,5, — 6] - [2,1,-2] _ 111:245-1+(=6)-(-2)|
7] - N NG
_ 39 _
=B -3
siden AS - ﬁ gir lengden av den komponenten vektoren AS har i retningen 7 .
n

Likningen for kuleflaten er altsa
2 2 2
(x=11)"+ (y=2) "+ (z+6)" - 13 =0.

svar: (x—11)°+ (y=2)" + (z+6)° - 13> =0
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b)

Bestem koordinatene til tangeringspunktet mellom kuleflaten og planet «.

Lgsningsforslag b)

Siden tangeringspunktet P(xp,yp,zp) er det punktet i @ som er naermest punktet S
—
betyr det at SP ma sta normalt pa planet a. Altsd ma det finnes en konstant k slik at

g = = i .
SP=kn,der n = [2, 1,—2] er normalvektoren til planet a. Vi har da at
koordinatvektoren til punktet P er ma tilfredsstille bade

—_— — N
OP = 0S + k7t = [11,2,—6] +k[2,1,—2] - [11 +2k,2+k,—6—2k]

0g
2xp+yp —2zp+3=0.

Ved & sette koordinatene til P som funksjon av k inn i likningen for planet a finner vi

QA1 +2k) + 2 +k) —2(=6 —2k) +3 =22+4k+2+k+ 12 +4k+3

=39+ 9% =0
_ 39 _ 13
>k=-2-_18

Altsa er koordinatene til tangeringspunktet
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c)
Et plan f er gitt ved

2x+y—-2z=0
Dette planet skjaerer kuleflaten langs en sirkel.

Bestem radien i denne sirkelen.

Lgsningsforslag c)

Som i oppgave Sa) finner vi avstanden mellom punktet S og planet f ved fgrst a
velge et punkt A i B for deretter & beregne

— >
SA - E-|.

n
7]

d=

Siden likningen for f ikke har noe konstantledd ligger O(0,0,0) i . Det betyr at

d=|4 - |; | 0s - 2t 2]‘ |- 1112, - 61 2272)
=|22+2+12|=|ﬁ|=12

Hvis N er det punktet i planet # som er naermest S og P er et annet punkt i # vil
alltid /\ NSP veere rettvinklet. Siden alle punkter pa kuleflaten har avstand R = 13
fra S folger det fra pythagoras leeresetning at radien r i sirkelen er

= /R2 =1/13% = 12? = 1/169 — 144 = /25 = 5.

Svar:r=5
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