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Eksamenstid:

5 timer:

Del 1 skal leveres inn etter 3 timer.

Del 2 skal leveres inn senest etter 5 timer.

Hjelpemidiler:

Del 1:
Vanlige skrivesaker, passer, linjal med centimetermal og vinkelmaler.

Del 2:
Alle hjelpemidler er tillatt, med unntak av Internett og andre verktgy som tillater
kommunikasjon.

Framgangsmate:
Del 1 har 9 oppgaver. Del 2 har 4 oppgaver.

Der oppgaveteksten ikke sier noe annet, kan du fritt velge framgangsmate. Dersom
oppgaven krever en bestemt Igsningsmetode, kan en alternativ metode gi lav/noe
uttelling.

Bruk av digitale verktgy som graftegner og CAS skal dokumenteres med utskrift eller
gjennom en IKT-basert eksamen.

Veiledning om vurderingen:
Poeng i Del 1 og Del 2 er bare veiledende i vurderingen. Karakteren blir fastsatt etter
en samlet vurdering. Det betyr at sensor vurderer i hvilken grad du

* viser regneferdigheter og matematisk forstaelse

e gjennomfgrer logiske resonnementer

e ser sammenhenger i faget, er oppfinnsom og kan ta i bruk fagkunnskap i nye
situasjoner

e kan bruke hensiktsmessige hjelpemidler

o forklarer framgangsmater og begrunner svar

e skriver oversiktlig og er ngyaktig med utregninger, benevninger, tabeller og
grafiske framstillinger

e vurderer om svar er rimelige

Andre opplysninger:
Kilder for bilder, tegninger osv.:

e London Eye, en.wikipedia.org, www.saylor.org (01.12.2014)
e Alle grafer og figurer: Utdanningsdirektoratet
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DEL 1 Uten hjelpemidler

Oppgave 1 (4 poeng) Nettkode: E-4DNB

Deriver funksjonene

a)
f(x) =—-3cosx

Losningsforslag a)

Siden den deriverte av en konstant multiplisert med en funksjon, er den samme
konstanten multiplisert med den deriverte av funksjonen holder det & huske at
(cosx)’ = — sin x. Den deriverte av f(x) er altsa

f'(x) = (=3 cosx)’ = =3 (cosx)’ = —=3(—sinx) = 3sinx.

Svar:

f'(x) = 3sinx

b)
glx) = sin® x

Lgsningsforslag b)

Siden vi vet hvordan vi kan derivere u(x) = sin x og h(u) = u? begynner vi med 8

skrive g(x) = sin’x = u(x)2 = h(u(x)) . Ved & benytte kjerneregelen for derivasjon,

som sier at (h(u(x)))’ = h'(u (x)) - u’(x), finner vi da at
g'(x) = u'(x)h'(u) = (cos x) - 2u(x)

= CcOS Xx-2sin x = sin 2x

Svar: g'(x) = 2sinxcosx = sin 2x
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)

hx)=x3-e*

Lgsningsforslag c)

Ved & sette u(x) = og v(x) = e¢~* kan vi bruke produktregelen for derivasjon,
som sier at (uv)’ = u'v + vu’, til a finne

h'(x) = (ux)v(x)) = u' (X)v(x) + u(x)v'(x) =
= (3x2) (e‘x) + (x3) ((—x)’e_x) = 3x2e™* —x3e™*
somvi godt kan skrive

h’(x) =x2e (3 -x).

Svar: h’(x) =3x2e™ —x3e = xze‘x(3 - x)
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Oppgave 2 (5 poeng) Nettkode: E-4DNF

Regn ut integralene

a)
J7 (% +2x = 3) dx

Lgsningsforslag a)

Fgrst bruker vi at integralet av en sum er en sum av integraler til & konstatere at
2 (9 2 _9 2 2
fl (x +2x—3)dx=f1 X a’x+2f1 xdx—3f1 dx.

Siden den deriverte av n—}rlx”“ er x" fglger det videre at [x"dx = ﬁxnﬂ +C.

Altsa kan vi skrive

f12 x2dx + 2/12 xdx — 3f12 dx = [%xﬂi + 2[%x2]? - 3[x]%
= (32 - 31)+2(32° - 311%) =3(2-1)
=7+3-3=1

Altsa har vi funnet at
2 %) _ 17
/1 (x +2x—3)dx—§.

Svar:
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b)
/ 3x dx

x2—x-2

Losningsforslag b)

For vi kan bruke delbrgkoppspalting ma vi faktorisere polynomet i nevneren - det
gjer vi ved & finne nullpunktene til polynomet. Med andre ord ma vi finne de x-
verdiene som tilfredsstiller x> — x — 2 = 0. Annengradsformelen gir Igsningene

2
e 1—4.(—2)=£={

-1’

det betyr at nevneren kan faktoriseres x> —x —2 = (x+ 1) (x — 2) . Alts8 kan det se
ut som om delbrgkoppspalting er den beste metoden. Her kan du enten se at
3x=2(x+ 1)+ (x — 2), eller sette opp kravet

3x - A | B
C+D=2) ~ x+l + x=2"
Dette kan du skrive som 3x = A(x — 2) + B(x + 1). Siden denne likningen ma vaere
oppfylt for alle verdier av x ma 3x = Ax + Bx og 0 = —2A + B. Delbrgkoppspaltingen
lgses altsa av A = 1 og B = 2. Integralet kan altsa skrives pa formen
3x — [ dx 2dx
f dx = x+1 + / x=2"

x2—x—2

Disse integralene kan vi Igse ved enten & bruke substitusjonen u = x+ 1 ogv=x—2
slik at

/ 3x dx:/i_u_kf% =1n|u|+21n|v|+C:1n|x+1|+21n|x—2|+C,

x2—x—2

1

eller ved & komme pa at den deriverte til In [x + a| er ——.

Svar:In|x+1[+2In|x-2|+ C.

)
[x-Inxdx

Lgsningsforslag c)

Vi benytter delvis integrasjon, som sier at

fu(x)v’(x)dx = u(x)v(x) — fu’(x)v(x)dx,

ved 3 sette u(x) = Inx og v'(x) = x. Den deriverte av Inx er %, sa u’(x) = % og siden
v'(x) = x har vi v(x) = %xz. Dette gir
fxlnxdx = u(x)v(x) — fu/(x)v(x)dx = %xz Inx — f%xzidx

_ 1.2 1 _ 1.2 1.2
=X Inx 2/xdx—2x Inx i x + C.

. 12 1.2
Svar: fxlnxdx— sx*Inx — 2x* + C
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Oppgave 3 (4 poeng) Nettkode: E-4DNJ

a)

Bruk en integrasjonsmetode til & vise at [ x - e dx = %exz +C

Lgsningsforslag a)

Vi bruker substitusjonen u(x) = ¢" og ser at vi da kan skrive

/xe"zdx= f%u’(x)dx= f%du = %u(x) +C= %exz + C.

2

Svar: Substitusjon med u(x) =e'.
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b)
Lgs differensiallikningen

y+2xy=4x , y0)=38

Losningsforslag b)

Vi kan Igse differensiallikningen ved a benytte integrerende faktor. Siden
koeffisienten til det linezere y-leddet er 2x og

[ 2xdx = x* + C,
kan vi multiplisere begge sider av differensiallikningen med ¢ . Da far vi at
exzy’ + 2xex2y = 4xe* .

Her kan vi kjenne igjen produktregelen for derivasjon, og dermed skrive
differensiallikningen pa formen

(¢y) " = 4xe”.
Ved & integrere begge sider far vi da at
f (e"zy) 'dx = ye*’ + C)
og ifglge oppgave 3a) ma
4 [xe® dx = 2¢° + C,.
Det gir
ye' =2¢" +C
der C = C, — Cy. At y(0) = 8 gir oss kravet
y(0)e” =2 +C=>C=y(0)—-2=8-2=6

Ved n& & multiplisere begge sider av likningen med ¢ ser vi at den spesielle
lgsningen kan skrives

y=2+6e".

Svar: y =2 + 6¢™*
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Oppgave 4 (3 poeng) Nettkode: E-4DNS

En uendelig geometrisk rekke er gitt ved

=+ x#0

3 cee

S =2+3+ 2+

a)

Bestem konvergensomradet til rekken.

Losningsforslag a)

En uendelig geometrisk rekke
C+Cy+Cy* +Cr+...
konvergerer for alle y slik at [y| < 1. Vi ma altsa ha

1 1

x|l

<1

Siden |x| er positiv nar x # 0 far vi |x| > 1 som betyr at konvergensomradet til den
uendelige geometriske rekken er

X € (—o0,—1)U (1, 0).
Svar:

X € (—oo0,—1)U (1, ).

b)
Bestem x slik at S(x) =4

Lgsningsforslag b)

Hvis en uendelig geometrisk rekke C + Cy + Cy*> + Cy>+... konvergerer, ma den
konvergere mot C/(1 — y). Altsa ma vi ha

2 2 2
S(X) =2+;+x—2+...= 1_(%).

Kravet for at S(x) = 4 blir altsa

Det kan vi skrive som 2 =4 — %, som videre gir 1 = % Altsa er S(x) = 4 hvis x = 2.

Svar: x =2.
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Oppgave 5 (6 poeng) Nettkode: E-4D02

Punktene A(3,0,0), B(0,4,0) og C(0,0, 1) er gitt.

a)
—_— —>

Bestem AB X AC. Bestem arealet av AABC.

Losningsforslag a)

— - -
. _. 4B :B—A:[—3,4,0
Vi finner forst vektorene AB og AC ved __ N Kryssproduktet
AC =C—A=[—3,0,1].
blir da
> - -
= = | Ikl 4 o> -3 0]- -3 4|2
X == | — = —
304 0% 1|" 7123 1)) T3 0
3 0 1
ﬁ

—41 —3] + 12k =1[4,3,12]

—_ —
Lengden av vektoren AB X AC er lik arealet av parallellogrammet utspent av

vektorene AB og AC Ettersom /\ ABC utgjgr halve parallellogrammet finner vi
arealet av trekanten ved a beregne E‘AB ><AC|. Da finner vi at

—_— —>
Areal /\ ABC = 4[aB xac| = }V# + 3 + 12
er arealet av

= LyT6+9+ 144 = 1169 = 11/13° = B3 = 6,5
trekanten /\ ABC.

—_— —
AB X AC = [4,3,12]
Svar:
Areal /\ ABC = g
b)

Punktene A, B og C ligger i et plan «a. Bestem likningen for planet a.

Lgsningsforslag b)

o - — —
Ved a velge vektoren n = AB X AC = [4,3, 12] som normalvektor for planet a kan

vi sette opp planlikningen
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4x+3y+12z+C=0

for en eller annen konstant C. Alternativt kan vi skrive 7 - (71) - 3) =0 for en

kjent vektor 79) i @ og for alle vektorer 71) i a. Konstanten C kan vi finne ved & kreve
at punktet C(0,0,1) ma ligge i . Vi far da

4-0+3-04+12-1+C=0=>C=-12.
Altsa kan likningen for planet a skrives
4x +3y+12z—-12=0.
Svar: Likningen for planet a er

4x +3y+ 12z -12=0.

c)
En partikkel starter i origo O (0, 0, 0). Etter tiden ¢ er partikkelen i et punkt P gitt
ved

_) 2
0P=[t, % —g] , >0

Hvor lang tid tar det for partikkelen treffer planet a? Bestem koordinatene til
punktet der partikkelen treffer a.

Losningsforslag c)

—>
Partikkelen treffer planet nar OP tilfredsstiller planlikningen for a. Altsa ma
AP, + 3Py + 12P, — 12 =41+ 331> — 1241 — 12 =12 +1— 12 =0.

Ved 8 benytte annengradslikningen for 8 finne tiden ¢ som tilfredsstiller dette far vi

S FRV LT R T R
- 2 -2 -4’

Dette betyr at partikkelen har truffet planet a fgr, nemlig da t = —4, og at den
kommer til a treffe planet a nar ¢t = 3. Siden vi ikke liker & arbeide med negativ tid
anser vi t, = 3 for & veere det eneste interessante tidspunktet. Koordinatene til
punktet der partikkelen treffer a er da gitt av

OP = [tp 13, — L1, = [3,4 .32, - L.3] = [33, - 2]

1
4

eller P(3,3,—3/4).

Svar: Partikkelen treffer planet a i punktet P(3,3,—3/4) ved tiden t = 3.
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Oppgave 6 (2 poeng) Nettkode: E-4D0O7

En tallfglge {a,} ergittvedat aj =-1 o9 a,4,1 =a, +n—1

Bruk induksjon til & bevise at a, = n("2_3) , neN

Losningsforslag

P3standen stemmer for n = | siden +n(n—3) = £1(1 -=3) = -1 = a, . La oss nd
2 2 1

anta at pastanden stemmer for n = k. Betyr dette at pastanden ogsa ma stemme for
n =k + 1? Folgen er definert ved a;,; = a; + k — 1, og siden pastanden stemmer for
n =k ma vi ha
k(k—3) k% —3k+2k—2
D) = KB
=)

o

Ajy 1 =Clk+k—1=

Siden

(k+D(k+1-3) _ kK*—k=2

2 2

har vi altsa vist at hvis a; = %k(k —3) s8 md

s = 5 (k+1)(k+1-3).

Det er alt vi trenger for @ konkludere med at ¢, = "("2_3) for alle n € N ved induksjon.

www.matematikk.org 12
—"



Oppgave 7 (6 poeng) Nettkode: E-4DRB

Funksjonen f er gitt ved

f(x)=3—3COS(l—x2)’ x€<_§’§>

a)

Bestem nullpunktene til f ved regning.

Lgsningsforslag a)

Vi finner alle punkter x som oppfyller f(x) = 0.
f@)=3-3cos(1-x2) =0

= cos(1-x%) =1

= 1-x2 = 2nn,n € 7

Videre gir dette

x==4/1-2zn.

Siden x € (—%,%) ma n = 0. Nullpunktene til f eraltsd x= -1 og x=1.

Svar: Nullpunkter forfer x=-1 og x=1

b)
Bruk f'(x) til & bestemme x-verdien til eventuelle topp- eller bunnpunkter pa grafen

til f.

Losningsforslag b)

Den deriverte av f(x) er

fix) =(3-3cos(1 —xz))’ = (—3(003(1 —xz))’ = 3(1 —xz)’sin(l —xz)
= 3(—2x) sin(l —xz) = —6xsin(1 —xz).

finner na alle verdier for x som tilfredsstiller f'(x) = 0. Hvis

Vi

f’(x) = —6xsin(1 —xz) =0
ma enten 6x = 0 eller sin(l - x2) = 0. Det betyr at x =0 eller

l-x*=nz, n € Z

Da er
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x==+/1—nx

og siden x € (—%, %) ma n =0. Altsa er f'(x) =0 i punktene x = —1,x=0 og x = 1.

Ved a velge tilfeldige punkter i de fire intervallene (—z/2,—1),(—1,0),(0,1) og {1, z/2)
kan vi konstruere fglgende fortegnslinje

f’(]‘) W G —————————————————— .

som betyr at f(x) har bunnpunkter i x = —1 og x = 1, og et toppunkt i x = 0.

Svar: f(x) har bunnpunkter i x = —1 og x = 1, og toppunkt i x = 0.

<)

Nedenfor er det tegnet tre grafer. En av dem er grafen til f. Avgjer hvilken.

Begrunn svaret.

W o,

\ \ i ATA Y
O\

-1 -1 1 \
-2

Lgsningsforslag c)

Den eneste grafen med nullpunkter i x = +1, bunnpunkter i x = +1 og toppunkt i
x =0 er (1). Derfor ma dette vaere grafen til f.

Svar: Graf (1) er grafen til f.
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Oppgave 8 (4 poeng) Nettkode: E-4DRF

En trigonometrisk formel er gitt ved
cos(u+v)=cosu-cosv —sinu - sinv

a)

Bruk formelen til & bestemme et uttrykk for cos (2x).

Losningsforslag a)

Siden likningen i opppgaveteksten holder for alle verdier av u og v, ma den ogsa
holde for x = u = v. Da sier formelen at

cos(2x) — COSXCOSX — sinxsinx = cos? x — sin’ X,

som betyr at vi har funnet et uttrykk for cos(2x).

Svar: cos(2x) = cos? x — sin” x.
b)
Skriv uttrykket cos* x — sin* x s& enkelt som mulig.

Lgsningsforslag b)

Ifglge konjugatsetningen er @®> — b* = (a + b)(a — b). Hvis a = cos’ x og b = sin” x

er da

4 2

cos* x — sin*x = (cos2 x + sin® x) (cos x — sin® )

Ved 3 benytte den trigonometriske identiteten som sier at cos? x + sin’x = 1 for alle x
og resultatet fra deloppgave a), er

4

cos* x — sin* x = cos(2x).

4

Svar: cos? x —sin*x = cos(2x)
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Oppgave 9 (2 poeng) Nettkode: E-4DRI

Las likningen

sinx+cosx=1 , x€]O0, 2x]

Losningsforslag

Likningen blir mye lettere a Igse dersom vi klarer @ finne to konstanter d og ¢ slik at
sinx + cosx = dcos(x + ¢). Her har vi to muhgheter Vi kan enten gjenkjenne

definisjonen av skalarproduktet a - b =|all - b || cos@ fra omskrivningen
sinx + cosx = [1,1] - [cosx,sinx] =|| [1,1] || - || [cosx,sinx] || cos@ og se at siden

lI[cosx,sinx] [|= 1 m& d =|| [1, 1,] = VIZ+12=+2

Vi husker at formelen asin(cx) + b cos(cx) = dcos(cx + ¢) alltid tilfredsstiller
= \/a? + b*. Det giri d = v/2. Vi har altsd at sinx + cosx = \/icos(x +¢) . Siden ¢

er en konstant uavhengig av verdien av x kan vi velge x = 0 og se at

sin0 + cos 0 = «/icos<0+¢> & cos¢ = % = ¢ = arccos% =z

Hvis vi velger ¢ i fgrste omlgp, gjenstar det a Igse likningen
\/jcos(x+ f) =1,

T _ L —g-=z
x+3=4+2an og x+i=n—-5+2zm forn e Z

som gir

x=2zn og x=75+2zn forn € Z

Siden x € [0, 2z] har likningen alts3 de tre Igsningene x =0, x = g og x = 2x. Dette
kan vi skrive

x€ {0,227}

Svar: x € {0, 2,271'} )
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DEL 2 Med hjelpemidler

Oppgave 1 (6 poeng) Nettkode: E-4DRK

Roger planlegger en sykkeltur. Han regner med & kunne starte med farten 26 km/h.
Etter hvert vil farten avta etter formelen

v(t) =26 —-0,08 - s(7)
- v(¢) og s(f) er begge funksjoner som er avhengige av tiden ¢ malt i timer
- v(¢) er farten malt i kilometer per time

- 5(?) er den tilbakelagte veilengden malt i kilometer

a)

Bestem farten etter 125 km.

Lgsningsforslag a)

Etter 125 km er s(f) = 125 og derfor
v(t) =26 — 0,08s(r) =26 — 0,08 - 125 = 16,

som betyr at Roger sykler med en fart pa 16 kilometer per time etter han har syklet
125 kilometer.

Svar: Farten etter 125 km er 16 kilometer per time.

b)
Formelen ovenfor kan vi skrive som differensiallikningen

s'(1) =26 —0,08 - s()
Bestem s () nar s(0) = 0.

Lgsningsforslag b)

Vi skal lgse differensiallikningen
s'(t) =26 — 0,08s

Forst ordner vi likningen slik:

s'"+ 0,085 =26
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Likningen er linezer forste ordens med integrerende faktor €%, Vi multipliserer med
integrerende faktor og far

SfeO,OSI + 0,0860’08ts — 2680,08t
. 0,08\, .2 ., . . o
Venstresiden er (se ) sa vi kan integrere begge sider og fa

SeO,OSt — 26 e0,0St +C

0,08
Etter multiplikasjon med ¢ %%’ f3r vi
s =325 + Ce7 008
Opplysningen s (0) = 0 gir
s(0)=325+Ce %0 =325+ C=0

Det fglger at C = —325 Lgsningen pa initialverdiproblemet er derfor

s(t) = 325 — 325¢70:08,

ALTERNATIV LOSNING (NUMERISK)

Svar: s(t) = 325 — 325¢7098,

c)

Hvor langt sykler Roger den fgrste timen? Hvor lang tid bruker han pa 125 km?

Lagsningsforslag c)

Etter én time har Roger syklet en lengde gitt av
s(1) =325 — 325¢7098 ~ 24,99.

Altsd har Roger syklet omlag 24,99 kilometer i Igpet av det farste timen. For & finne
tiden Roger bruker pa & sykle 125 kilometer ma vi lgse

0,08t — —-0.08: — 200 — __1 15200
325 — 325¢700% = 125 5 ¢ 700 = 20 o = Loin 200 6,07

Altsd tar det Roger litt over seks timer @ sykle 125 kilometer.

ALTERNATIV LOSNING (NUMERISK)

Svar: Roger har syklet omlag 24,99 kilometer i Igpet av det fgrste timen. Etter
rundt 6.07 timer har Roger syklet 125 kilometer.
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Oppgave 2 (6 poeng) Nettkode: E-4DRO

Hjgrnene i en pyramide ABCP er A(0,0,0), B(1,0,—-1), C(1,1,0) og
P(t2t+1,12+2), teR.

a)

Bestem et uttrykk for volumet V (1) av pyramiden.

Lgsningsforslag a)

Fgrst finner vi tre vektorer som utspenner pyramiden. Ved & ta utgangspunkt i A ser
—

AB =[1,0,—1]
vi at pyramiden utspennes av A—C) =[1,1,0] Deretter beregner vi

.
AP =[n2t+1,12 +2].

—_— —>
kryssproduktet AB X AC ved
- > -
—_— —> i k =
- -
ABXAC=|1 0o =1|=1i-Jj+k=][1-11]
1 1 0

Volumet blir altsa

V() = %iAP- (a8 xAC)‘ = H[s2e+ L2 +2] - [1, - 1,1]]

=slt-2t—1+2+2|= ¢ |>—1+1

og siden #?> — ¢ + 1 alltid er positiv kan vi skrive

V(e) = s (2 —1+1).

www.matematikk.org 19
—"



b)

Bestem koordinatene til P slik at V (¢) = % .

Lgsningsforslag b)

At V(t) = I betyrat
V(t) = s(2—t+1)=I=>2-1-20=0.

1414420 149

Ifglge annengradsformelen skjer dette nar ¢ = 5 ==

e {—4, 5 } AltsS er
koordinatene til P slik at V(z‘) = % gitt av

P(=4,2(=4) + 1, (4> +2) = P(—4, - 7,18)
eller
P(52-5+1,5+2)=P(5 11,27).

Svar: P(—4, — 7,18) eller P (5,11,27)

)

Bestem koordinatene til P slik at volumet V (¢) blir minst mulig.

Lagsningsforslag c)

Vi finner farst V'(¢) pa folgende mate

Vi(e) = (s (2 —e+ 1)) =<(2-1).

Deretter krever vi V'(t) = 0, som gir

Vi()=1(2t-1)=0=>r= 1.

1
6 2
Til slutt bruker vi denne verdien, r = %, til @ finne koordinatene til punktet P slik at
volumet V(¥) blir minst mulig ved innsetting
sl 1\2 _ 9
P(5.25+1,(3) +2)=P(32.%).

1
2°7 4

Svar: Koordinatene til P slik at volumet V() blir minst mulig er

P(3.2.3).
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Oppgave 3 (6 poeng) Nettkode: E-4DRT

London Eye er et pariserhjul med diameter lik 135 m. En runde tar 30 min.
Passasjerene gar ombord i pariserhjulet fra en plattform som ligger 2 m over
bakkeniva.

Etter + min fra ombordstigning er en passasjer / (f) m over bakkeniva. Det kan vises
at

h(t) = =67,5cos (%1) + 69,5
a)

Bruk graftegner til 8 tegne grafen til & for t € [0, 30]. Bestem grafisk nar
passasjeren er 50 m over bakkeniva.

Lgsningsforslag a)

Vi bruker geoGebra med kommandoene

f(t) := -67.5\cos(\pi t/ 15) + 69.5
g(t) := Funksjon[50,0,30]
h(t) := Funksjon[f(t),0,3]

Skjering[h, g, 0, 30]

heyde over bakken
. hie)
120m

100m

Souy (6.1,50) 90 (239,50

t
Omin  2min  deun  Gedn  Bmin  10mn 12mi  J4mie  l6mis  1Smis  20min  22eim  24min  26min  28min  J0min  32min

Ifglge figuren skjeerer grafen til g(f) = 50 grafen til h(¢) altsa ved tidspunktene ¢ = 6, 1
og t = 23,9. Passasjeren er med andre ord 50 m over bekkniva etter 6,1 minutter og
etter 23,9 minutter.
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Svar:

e |Pde Guer bakken
L hin
- ™G
||||| " ,//
/ .
/
/ .
/ .
N
S0m (6.1,50 // it N\[(23.9,50)
a0m / N
N
o -
ony = — tid
i 2mm  4min  6min  Bmin  10mn 1 Temi 1 1 20min n 28mn_ 30mn  32mn

Passasjeren er 50 m over bekkniva etter 6, 1 minutter og etter 23,9 minutter.
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b)
Bestem vendepunktene pa grafen til h.

Forklar hvilken praktisk informasjon verdiene av h'(7,5) og h'(22,5) gir.

Lgsningsforslag b)

Farst finner vi et uttrykk for den andrederiverte av hgyden h(¢). Den fgrste deriverte
er gitt av

n'(t) = (—67,5c0s (1) +69,5) ' = =67,5 (cos (1))’

= 67,5 (1) 'sin (&1) = 67,5-%sin (1) = 4,57 sin (1),

ved a bruke kjerneregelen med kjernen %t og at den deriverte av cost er —sint.
Videre finner vi at den andrederiverte er gitt av

' (0) = (457sin (£1))" = 4,52(Z ) cos (Z1)

= 4,57 % cos (1) = 0,372 cos (1)

ved a bruke kjerneregelen med kjernen %t og at den deriverte av sint er cost.
Vendepunktene er ngyaktig de verdiene for t som tilfredsstiller likningen A" (t) = 0.
Altsa

2 T4\ — 4 _ T
0,37 cos(lst)—0:>15t—2+mt forn € Z

som har lgsningene

t=75+15n forn € Z

I tidsintervallet [0, 30] har pariserhjulet altsd to vendepunkter, nemlig

t=75 og t=225.

Siden h er en harmonisk funksjon, vil h” vaere harmonisk med likevektslinje y = 0.
Det medfarer at h” bytter fortegn i nullpunktene sine. Den momentane vekstfarten i

disse punktene, h'(7,5) og h'(22,5), beskriver henholdsvis den maksimale stigningen
og den maksimale nedstigningen. Med andre ord vil verdien av 4'(7,5) gi oss den

stgrste farten en passasjer vil bevege seg med oppover, mens h'(22,5) vil vaere den
stgrste farten en passasjer vil bevege seg med nedover.

ALTERNATIV LOSNING

Svar: Grafen til & har vendepunkter ved tidspunktene
t=75 og t=225h'(7,5) og h’'(22,5) er henholdsvis maksimal fart oppover og
maksimal fart nedover.
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Oppgave 4 (6 poeng) Nettkode: E-4DS9

Funksjonen f er gitt ved

f)=x*>+ax+b , Dr=R

Tangentene i punktene Q (s, f(s)) og R(t, f (1))
skjeerer hverandre i et punkt P.

Se skisse 1. \\/
/
//P X
/N

Skisse 1

R(t, f(t))

a)

Vis at likningene for de to tangentene er

g@)=(@+2)x+b—5s> og h(x) =(a+20)x+b—t?

Losningsforslag a)

For a finne stigningstallet til tangentene til f(x) i punktene Q og R ma vi farst komme
frem til et uttrykk for f'(x). Siden den deriverte av en sum er summen av de
deriverte har vi

f’(x) = (x2 +ax+b)’=2x+a.

Stigningstallet i Q er altsa f'(s) = 2s + a og stigningstallet i R er f'(f) = 2t + a. Siden
g(x) er en rett linje kan den skrives pa formen g(x) = Ax + B der A er stigningstallet
og B er en konstant. Siden vi har funnet stigningstallet kan vi skrive

gx)=(a+2s)x+ B
og siden g(x) ma ga gjennom punktet Q(s, f(s)) ma vi ha
g(s) =f(s) = (a+ 2s)s + B.
Ved & bruke uttrykket for f(x) kan vi skrive dette som
s2+as+b= (a+2s)s+B,
som betyr at B = b — s og derfor
g(x) = (a + 2s)x + b — s>,

For & finne h(x) bruker vi samme fremgangsmate. Siden A(x) er en rett linje med
stigningstall a + 2t kan vi skrive h(x) = (a + 2t)x + B der B er en konstant vi kan
bestemme ved & kreve at

f(t) = (a + 20)t + B,
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siden A(x) ma ga gjennom punktet R. Dette gir at

> +at+b=(a+2t)t+B=>B=b—1%

og derfor
h(x) = (a+2t)t+b— 1>
b)
Bruk CAS til 8 vise at x-koordinaten til punktet P er gitt ved xp = 3,

2

Lgsningsforslag b)

Farst definerer vi funksjonen f(x) med kommandoen
f(x):=x"2+a*x+b

Deretter definerer vi de to tangentene g(x) og h(x) ved hjelp av Tangent-funksjonen
g(x):=Tangent[s, f(x) 1]
h(x):=Tangent[t, f(x) ]

Deretter finner vi skjeeringspunktet mellom g og & ved & bruker Skjaring-
funksjonen-funksjonen
L:=Skjering[g, h]

og siden denne alltid gir en liste av skjeeringspunkter bruker vi kommandoen
P:=Element[L, 1]

til @ plukke ut det fgrste, og eneste, elementet i listen og kaller dette for P. x-

koordinaten til punktet P finner vi ved 3 bruke funksjonen x (P)
X_P:=x(P)

Resultatet blir da x, = (s + t), som er det vi gnsket 3 vise.

N | —

Svar:

f(x):=x"2+a*x+b
g(x):=Tangent[s, f(x) 1]
h(x):=Tangent[t, f(x) ]
L:=Skjeringl[g, hl
P:=Element[L, 1]

X P:=x(P)
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c)

Den vertikale linjen x = xp deler omradet mellom grafen og tangentene i to
omrader.

Se skisse 2.

Bruk CAS til & vise at arealene av de to omradene er

R(t, f(t)
like store for alle verdier av a og b.

Skisse 2

Lasningsforslag c)

Vi begynner med & gi de to arealene navn. Arealet mellom avgrenset av grafene f og
g og punktene x = s og x = xp kaller vi A;. Siden f(x) er en parabel med positiv
koeffisient foran x? er alltid £(x) > g(x). Vi kan altsa finne ved & evaulere integralet

Ay = [7 @) - g dx.

I CAS kan vi beregne dette ved kommandoen
A l:=IntegralMellom[f, g, s, x_P]

Helt tilsvarende kan vi definere det andre arealet ved

Ay = [ If(x) — h(x)] dx,

som betyr at vi kan bruke kommandoen
A _2:=IntegralMellom[f, h, x P, t]

for @ finne et uttrykk for det andre arealet. For a8 undersgke om arealene er like,
altsd om A; = A,, holder det 3 skrive
A_1==A_2

Ettersom resultatet da blir "true” har vi lgst oppgaven.

Svar:

A l:=IntegralMellom[f, g, s, x_P]
A 2:=IntegralMellom[f, h, x P, t]
A 1==A 2
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