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Eksamenstid:

5 timer:

Del 1 skal leveres inn etter 2 timer.

Del 2 skal leveres inn senest etter 5 timer.

Hjelpemidiler:

Del 1:
Vanlige skrivesaker, passer, linjal med centimetermal og vinkelmaler

Del 2:
Alle hjelpemidler er tillatt, med unntak av Internett og andre verktgy som tillater
kommunikasjon.

Framgangsmate:
Du skal svare pa alle oppgavene i Del 1 og Del 2.

Der oppgaveteksten ikke sier noe annet, kan du fritt velge framgangsmate.

Om oppgaven krever en bestemt Igsningsmetode, vil ogsa en alternativ metode
kunne gi noe uttelling.

Veiledning om vurderingen:
Poeng i Del 1 og Del 2 er bare veiledende i vurderingen. Karakteren blir fastsatt etter
en samlet vurdering. Det betyr at sensor vurderer i hvilken grad du

e viser regneferdigheter og matematisk forstaelse

e gjennomfgrer logiske resonnementer

e ser sammenhenger i faget, er oppfinnsom og kan ta i bruk fagkunnskap i nye
situasjoner

e kan bruke hensiktsmessige hjelpemidler

e vurderer om svar er rimelige

e forklarer framgangsmater og begrunner svar

e skriver oversiktlig og er ngyaktig med utregninger, benevninger, tabeller og
grafiske framstillinger

Andre opplysninger:
Kilder for bilder, tegninger osv.

e Alle grafer og figurer: Utdanningsdirektoratet
e CSI, sodahead.com (28.02.2014)
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DEL 1 Uten hjelpemidler

Oppgave 1 (3 poeng) Nettkode: E-4DG6

Deriver funksjonene

a)
f (x) = sin (3x)

Lgsningsforslag a)

Kjerneregelen konstaterer at (h(g(x)))’ = g'(x)h'(g (x)). Ved a sette g(x) = 3x, og
merke oss at vi da ma ha h(g) = sin g og derfor h’(g) = (sing)’ = cos g 0g
g'(x) = 3, finner vi

') = g'(0h'(g (x)) = 3 cos (g (x)).

N& har funksjonen g(x) = 3x utspilt sin rolle som hjelpefunksjon i derivasjonen.
Derfor vil det se bedre ut dersom vi skriver

f'(x) = 3 cos 3x.

Svar: f'(x) = 3 cos (3x).

b)
g (x) = e - cosx

Lgsningsforslag b)

Produktregelen for derivasjon sier at hvis u og v er to deriverbare funksjoner, sa er
(uv) = u'v + uy'. Vi kan altsa sette u(x) = ¢ og v(x) = cos x. Vi trenger uttrykk
for de deriverte u’(x) og v'(x). Ved & velge 2x som kjerne ser vi at

u’(x) = (ezx) (= (2x)’ezx = 2¢?".

Det eneste som gjenstar na er @ minne om at v'(x) = (cos x)’ = — sinx og sette alt
inn i produktregelen

g’(x) = u’(x)v(x) + u(x)v’ (x) = 2¢* cosx + ezx(— sinx) = ezx(2 COS X — sinx).

Svar: g'(x) = €**(2cos (x) — sin (x)).
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Oppgave 2 (4 poeng) Nettkode: E-4DG9

Regn ut integralene

a)
[ 2x - sin (xz) dx

Losningsforslag a)

Ved & bruke substitusjonsmetoden, som sier at [ f(u(x))u'(x)dx = [f(u)du, med
substitusjonen u(x) = x> finner vi at siden u'(x) = 2x s8 kan vi skrive

[2x- sin(xz)dx = fu’(x) - sin u(x)dx = [sinu du.
Siden den deriverte av —cos x er sinx finner vi videre at
fsin udu=—cos u+ C,

der C er en konstant som tar hgyde for at konstantledd uansett bortfaller under
derivasjonen. Til slutt kan vi uttrykke Igsningen ved hjelp av x, slik at vi ikke lenger
trenger 3 huske pa definisjonen u(x) = x%. Da far vi

2x - sin(x? )dx = —cosx? + C.
/ (x*)

Svar: [2x-sin(x?)dx = —cos (x*) + C.

b)
/1e x - Inxdx

Losningsforslag b)

Metoden for delvis integrasjon sier at [u'vdx = uv — [uv'dx. Hvis vi setter u'(x) = x

og v(x) = Inx finner vi u(x) = %xz siden (%xz) "=x ogv'(x) = (Inx) = % . Altsd er

flex -Inxdx = fle uvdx = [uv]i — /le wdx = [%x2 lnx]i _ fle %xz %dx
= [Lnx]; = L /i xdx = [Le Inx]} = L [122];

=(%ezlne—%-lzlnl)—%(%ez_%.ﬁ)

=%ez—%ez+%=%(ez+l).
Svar: [ x-In(x)dx = i (€ +1).
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Oppgave 3 (2 poeng) Nettkode: E-4DGC

Funksjonen f er gitt ved
f@)=e*—4¢" , D;=R

Bestem koordinatene til eventuelle vendepunkter pa grafen til f.

Losningsforslag

Vi begynner med a finne et uttrykk for den dobbelderiverte til . Ved & bruke
kjerneregelen med kjerne 2x, at ¢ er uendret under derivasjon og at den deriverte
av en sum er en sum av deriverte finner vi

f(x) = (2x)'e* — de* = 2¢* — 4¢",
Helt tilsvarende finner vi
[ (x) = 4e* — 4¢*,
Et vendepunkt x ma tilfredsstille f” (x) = 0, som betyr at
4e> —de* =0=> &' (e — 1) = 0.

Siden ¢* aldri kan bli null m3 ¢ — 1 = 0. Det betyr at ¢* = 1 som tilfredsstilles av
x = 0. For & veere sikker pa at x = 0 faktisk er et vendepunkt er vi ngdt til &
undersgke om f” (x) bytter fortegn i x = 0. For x < 0 blir ¢ — 1 negativ, og derfor
f" (x) negativ, mens for x > 0 blir ¢* — 1 positiv, og derfor f” (x) positiv.

Altsa bytter f” (x) fortegn i x = 0. Det betyr at vi har funnet vendepunktets x-
koordinat. Siden vendepunktet ligger pa grafen til f betyr det at y-koordinaten til
vendepunktet er gitt av f(0) = ¢® —4¢” = 1 —4 = -3 Altsd er koordinatene til

vendepunktet pa grafen til f
0, -=3).

Svar: (0, -3).
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Oppgave 4 (4 poeng) Nettkode: E-4DGE

En uendelig geometrisk rekke er gitt ved
s =1+0-0+0-x>+1-x)°+...

a)

Bestem konvergensomradet til rekken.

Lgsningsforslag a)

Siden en endelig geometrisk rekke S, = a + ak + ak? + ak>+. .. +ak" tilfredsstiller
Sy —kS, =S, (1 —k) =a—ak"! ma

l_kn+1
-k~

S, =a

Hvis vi nd lar rekken bli uendelig stor ser vi at den konvergerer hvis, og bare hvis,
|k| < 1.1 var uendelige, geometriske rekke er a = 1 og k = (1 — x). Det betyr at
rekken konvergerer for |1 — x| < 1. Med andre ord ma@ —1 < 1 —x < 1 som betyr at
-2 < —x < 0. Multiplikasjon med —1 gir da 0 < x < 2 som konvergensomrade.

Svar: 0 <x < 2.

b)
Las likningene

s(x)=3 og s(x) = %

Losningsforslag b)

Ved enten & huske at en uendelig, konvergent geometrisk rekke

a+ ak + ak® + ak>+. .. konvergerer mot -, eller & fglge argumentasjonen i

oppgave 4a) og se at hvis |k] < 1 md k"*! g8 mot null og derfor
a+ ak + ak?® + ak*+...= —%—, finner vi

Tk '
_ 1 — 1
S<x> = 1—1-n — x°
1

Likningen s(x) = 3 er altsa ekvivalent med likningen % = 3, som Igses av x = 5 som
er i definisjonsmengden til 5. Helt tilsvarende Igses likningen s(x) = % = % avx=3

som ikke er i definisjonsmengden til s. Likningen har da ingen Igsning.

Svar: S(%) =3 og s(3) = %
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Oppgave 5 (5 poeng) Nettkode: E-4DGH

Planet a er gitt ved

a: 2x+y—2z+3=0

a)
Vis at punktet P (3, 4, 2) ikke ligger i planet a.

Lgsningsforslag a)

Dersom koordinatene til P, nar de settes inn i likningen til planet, ikke respekterer
likhetstegnet kan ikke punktet P ligge i planet a. Vi har

2%p +yp —22p+3=2-3+4—-2-2+3=6+4—-4+3=9+#0, som altsa betyr at
P ikke ligger i planet a.

b)
En linje [ gar gjennom P slik at [ L a.

Bestem en parameterframstilling for /.

Lgsningsforslag b)

At likningen for planet a er 2x + y — 2z + 3 = 0, kan vi tenke pa som kravet om at

enhver vektor mellom to punkter i @ ma sta orthogonalt pa en sdkalt normalvektor,

= [2, 1, —2] . Fra konstantleddet kan vi lese av avstanden, d = |%, planet har fra
n

Origo. Siden normalvektoren n star vinkelrett pd planet « ma n vaere parallell med

—
£. Det betyr at for alle t € R ma& OP + n ligge i . Parameterfremstillingen for
linjen # er alts3

% _)
OP + 17 = [3,4,2] +z[2,1,—2] - [3+2z,4+z,2—2z], [ler

x =342t
i3y =4+1t.
z =2-—-2t
Svar:
[:B34+t4+1t2-2r) for teR
eller — 340
£:9y =4+t.
z =2-=2t
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<)

Bestem koordinatene til skjaeringspunktet mellom / og a.

Lgsningsforslag c)

Ved & sette inn koordinatene fra parameterfremstillingen av linjen # inn i likningen til
planet kan vi bestemme parameteren ¢. Det kan vi bruke til @ uttrykke koordinatene
til skjeeringspunktet. Et punkt pa linjen £ kan skrives Q(3 + 2t,4 4+ t,2 — 2¢t) er en
parameter t € R. Dette punktet ligger i planet @ nar

g +¥p—22g+3  =2@+2)+(@+)—-22-20+3
=6+4+4+1—-4+4+3=9+9=0.

9

Altsa ligger Q i planet a hvis t = =5 = —1. Det betyr at skjeeringspunktet mellom ¢

og a har koordinatene
Q0 =C@+2(-D,4+(-D,2-2(-1)=(1,3,4)

Svar: (1,3,4)

d)
Bestem avstanden fra P til a.

Losningsforslag d)

Avstandsformelen konstaterer at avstanden fra et plan «a, gitt ved likningen
Ax+ By + Cz+ D =0, til et punkt P(xp,yp,zp) €r

D= |Axp+Byp+Czp+D|
Det betyr at avstanden fra P til a er gitt som
D = [2xp+yp=22p+3] _ [2:3+4-2243] _ 9] _ 3
\/22+12+(—2)2 Vo J '

ALTERNATIVE LOSNINGER

Svar: Avstanden fra P til a lik 3.
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Oppgave 6 (4 poeng) Nettkode: E-4DGM

En funksjon f er gitt ved
f(x)=asin(cx+ @) +d

Grafen til funksjonen har et toppunkt i (0, 7). Det naermeste bunnpunktet til hgyre for
dette toppunktet er (2, 3).

a)

Forklar at funksjonsuttrykket kan skrives

f)=2sin(Zx+Z)+5

Lgsningsforslag a)

Siden gjennomsnittet av topp- og bunnpunktenes y-verdier i en sinusfunksjon er
null, ma et eventuelt avvik i den samme verdien for f(x) skyldes konstanten d. Vi ma
med andre ord ha

yo +ybunn 73
d= =2 =2 =05

2 2 2
Siden en sinusfunksjon aldri kan bli stgrre enn én ma forskjellen mellom
likevektslinjen y = 5 og toppunktets y-verdi y = 7 gi amplituden til f(x). Altsa ma
a = Yiopp — Yiikevekt = T-5=2.

Videre har vi at vinkelforskjellen mellom topp- og bunnpunkt i en sinusfunksjon er z.
Det betyr at vinkelendringen cAx = ¢ Xy, — Xiopp ) 8 veere z. Altsd

T

.z __=z
Xpunn —Xtopp 2°
Til slutt ma vi finne verdien av konstanten ¢, som er skyld i at funksjonen f(x) ikke

@

begynner lik null slik sinus gjgr. Siden cx + ¢ = ¢ (x — <_—)> ma _c—¢ veere

faseforskyvningen til f(x). Siden f(x) er faseforskjgvet %(O + 2) = 1 til venstre fglger
det at

—p "
T__1:>¢_C_g'

Altsa er

f(x) = 2sin(§x+ %) + 5.
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b)

Lag en skisse av grafen til f for x € [0, 12].

Losningsforslag b)

Ettersom én periode har lengde 4 m& grafen vise tre hele svingninger. Siden (0, 7) er
et toppunkt ma vi videre ha bunnpunkt i (2,3), toppunkt i (4,7), bunnpunkt i (6,3),
toppunkt i (8,7), og sa videre. Vi kan altsa merke av skjaeringspunktene med
likevektslinjen y = 5 og ekstremalpunktene
Likevektslinjen = {(1,5),(3,5),(5,5),(7,5),(9,5),(11,5)}
Toppunkter ={(0,7),(4,7),8,7),(12,7)}
Bunnpunkter ={(2,3),(6,3),(10,3)}.

Resultatet blir da som fglger

Tv

flx) = 2sin (gl & 3) +5

(] X,
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 °
Svar:
4
Y
7
6
5
4
3 ) ™
() — i (T T 4n
flx) _5111(21 t 2) +5
2
1
0 X,
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ”
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Oppgave 7 (2 poeng) Nettkode: E-4DGP

Las differensiallikningen

y'—3y=2 nar y(0) = =

Lgsningsforslag

For a Igse likningen y’ — 3y = 2 kan det veere lurt 8 gjennomfgre omskrivingen
y" =2+ 3y som videre kan omformuleres til

Y
243y !
Denne omformingen gjelder sa lenge vi ikke far 0 i nevner pa venstre side, altsa sa
lenge y ikke er den konstante funksjonen y(x) = —%. Ved innsetting ser viaty = —%

gir funksjonen som er konstant lik 0 pa begge sider av den opprinnelige likningen, sa
dette er en lgsning.

Ved 3 integrere med hensyn pa x pa begge sider av likhetstegnet sitter vi da igjen
med

ydxe
243y(x) f 243y / dx

ifglge substitusjonsmetoden for integrasjon med substitusjonen y = y(x). Integralet
pa hgyresiden, fdx, tar formen x + C; der C; er en vilkarlig konstant siden den
deriverte av x + C; er én. Ved & bruke substitusjonen u(y) = 2 + 3y, med u'(y) = 3,
kan vi videre skrive

d )dy
f2+y3y=f =3 /% =5+ C

der C, er en vilkérlig konstant. Ved & sette inn for u sitter vi da igjen med at
sInul + C; = 1|2 + 3y)| + C,.

Siden bade C; og G, er vilkarlige konstanter kan vi like gjerne velge en vilkarlig
konstant C = 3(Cy — C,) og se at

%ln|(2+3y)|+C2=x+C1 = In|2+3y)|=3x+C.

Ved & bruke eksponentialfunksjonen pa begge sider, far vi

= |2+ 3y| =

der D = +¢€ er en vilkarlig konstant ulik . Vi kan ogsa ta med D = 0, siden det gir
oss lgsningen vi observerte i starten. Med kravet om at grafen skal ga gjennom (0%)

, ma vi ha
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y(O)=DeO—%=D—2=

3

Dette vi . Altsd ma vi ha

Svar: y(x) = — %

www.matematikk.org
\—"

12



DEL 2 Med hjelpemidler

Oppgave 1 (6 poeng) Nettkode: E-4DGT

Punktene A4, 3, 1), B(2,2,0)og C(1, 2, —2) er gitt.

En setning i geometrien sier:

Et plan er entydig bestemt av tre punkter dersom disse punktene ikke ligger pa en
rett linje.

a)

Bruk denne setningen til & vise at punktene A, B og C bestemmer et plan a entydig.

Lgsningsforslag a)

Ved 3 finne en parametrisering av linjen AB kan vi undersgke om punktet C ligger pa
denne linjen. Hvis C viser seg ikke a ligge pa linjen AB bestemmer A, B og C et plan
a entydig. Vi observerer fgrst at linjen AB kan parametriseres ved

—_— —
OB +tBA = OB +t<0A _ OB) - [2,2,0] + t<[4,3, 1] _ [2,2,0])

dert e R.
=[2,2,0] + [2¢t,t,t] = [2 + 21,2 + t,1],
Dersom C ligger pa linjen AB ma det finnes en verdi for ¢ slik at
—
[2+2t,2+ t,t] - OC = [1,2,—2].
Ved 3 sette x-verdiene like far vi 2 + 2t = 1 som betyr at ¢ = —%, og ved a sette z-

verdiene like far vi 2 + ¢t = 2, som betyr at = 0. Dette er en selvmotsigelse ettersom
t ikke kan vaere bade —% og 0! Altsa finnes det ikke en verdi for t som gjgr at vi kan
uttrykke koordinatene til C ved hjelp av den parameteriserte linjen AB. Med andre
ord ligger ikke A, B og C pa en rett linje. Dette betyr ifglge setningen at A, B og C
bestemmer et plan a entydig.
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b)
Bestem en likning til planet a.

Lgsningsforslag b)

— —
Ettersom vektoren AB X AC star vinkelrett pa bade AB og AC m3 AB X AC sta
vinkelrett pa planet a. Siden

AB =OB-OA= [2,2,0] _ [4,3,1] —[=2 —1 —1]

AC =0C - OA = [1,2, —2] _ [4,3,1] = [—3,—1,—3]

finner vi at
- o> S
— — &Y S 00 1L =2 -1 -2 -1
BXAC=|-2 -1 -1 =’_1 s ex—‘_3 s ey ‘_3 By e;
-3 -1 -3

=2e, —3e, +(~1)e, =[2, -3, - 1.

Det betyr at vi kan velge normalvektoren = [—2,3, 1] . Siden A ligger i planet a
kan vi na formulere likningen for planet ved at alle punkter P(x,y,z) som liggeri a

ma tilfredsstille

— —_— — — —
%’-AP:>7{-(0P—0A):0:>7{-0P—7{-0A=0.
Siden
. —
n-0A=[2,—3,—1]-[4,3,1]=2-4—3-3—1-1=8—9—1=—2
har vi altsa at
- —
n-0P+2=[2,-3,—1]-[x,y,z]+2=2x—3y—z+2=o
er likningen for planet a.

Svar: 2x —3y—7+2=0.
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<)
Et punkt T har koordinatene (2, 5, 4t + 1).

Bestem f slik at volumet av pyramiden ABCT blir 3.

Lgsningsforslag c)

Pyramiden ABCT er utspent av vektorene AB, AC og AT og har derfor volum

R
v=1 |<AB xAC) -AT|

Heldigvis har vi allerede beregnet kryssproduktet

— —> —
AB X AC = [2, —3,—1] i oppgave 1b). Siden vektoren AT kan uttrykkes

AT = OT — OA = [2,5,4t+ 1] _ [4,3, 1] - [—2,2,4t]

kan volumet til pyramiden altsa skrives

v=1 '(AB ><AC> -AT'= 112, =3, = 1] [-2.2,4]| = L |4 - 6 — 41
_ 1 _ 15 2
=<2 +20| = |3 + 3

For at volumet av pyramiden skal vaere 3 ma altsa ¢ tilfredsstille |§ I %t| = 3. Det er
altsd to verdier for t som gjgr at pyramidens volum er 3. Disse er gitt ved

—549
3

— 3 =59 _ 549
:>t_2 3 - 2 -

S 4 24— 2, _
3+3t—i3=>3t—

Med andre ord er t-verdiene som gjgr at pyramiden ABCT har volum lik 3

t==7 og t=2

Svarir=-7o0gt=2.
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Oppgave 2 (5 poeng) Nettkode: E-4DGY

En kuleflate er gitt ved likningen
X+ +72-2x—2y—624+2=0

a)
Vis at punktet P (2, 3, 5) ligger pa kuleflaten.

Losningsforslag a)

Ved 3 sette inn koordinatene til P i likningen for kuleflaten finner vi
2 +3+52-2.2-2.3-6-5+2=0,
og siden
22 +3 45 -2:2-2-3-6-54+2 =4+9+25-4-6-30+2
=38—-40+2=0

er punktet P blant de punktene som tilfredsstiller likningen for kuleflaten. Med andre
ord ligger P pa kuleflaten.

b)
Bestem sentrum og radius til kulen.

Losningsforslag b)

Ved & benytte omskrivingen
X2+ +72—2x—2y—67+2
= -2 x+y -2-y+72-2-37+2
= -1’ -14+@-1)*-1+@@-3)"-9+2

= x=-1)1+(-1)1+(z-3)"-3
kan likningen for kuleflaten omformuleres til
(x— 1)2+ (y— 1)2+ (2—3)2 =32,

Fra Pythagoras laeresetning kan vi konkludere med at de punktene (x,y,z) som
tilfredsstiller likningen for kuleflaten er ngyaktig de punktene som har avstand 3 fra
punktet (1,1, 3). Dette betyr at kulen har sentrum i S(1, 1, 3) og radius 3.

Svar: Kulen har sentrum i S(1, 1, 3) og radius 3.
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)

Bestem likningen til planet som tangerer kuleflaten i punktet P.

Lasningsforslag c)

Siden enhver linje fra sentrum i kulen til kuleflaten star vinkelrett pa kuleflaten kan

é
vi velge vektoren SP fra sentrum S i kulen til punktet P som normalvektor til
tangentplanet i P. Siden P ligger i planet ma alle punkter Q(x, y,z) som ligger i planet
tilfredsstille
—_— —>
SP - PO =0.
Siden
— —_— —>
SP =OP—-0S = [2,3,5] - [1,1,3] - [1,2,2]
0g

PO = 00 — OP = [x,y,z] _ [2,3,5] — [x—2,y—3,z—5]

ma altsa

—_— —>

SP-PQ =1[1,2,2]-[x—2,y—-3,z—5]=x—-24+2(y—-3)+2(z-5)
=x+2y+2z—-2-6-10=x+2y+2z—18=0.

Med andre ord er likningen til planet som tangerer kuleflaten i P

x+2y+2z-18=0.

Svar: x+2y+2z—-18=0
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Oppgave 3 (7 poeng) Nettkode: E-4DH7

N

ST-

CRIME SCENE INVESTIGATION

I en kriminalserie pa TV ble et drapsoffer funnet kl. 11.00. Kroppstemperaturen ble
da malt til 30°C . Rommet der den drepte ble funnet, hadde hatt en konstant
temperatur pa 22°C siden mordet skjedde.

Vi lar kroppstemperaturen veere y (¢) grader Celsius t timer etter at den dgde ble
funnet.

a)

Ifglge Newtons avkjglingslov er temperaturendringen per time proporsjonal med
differansen mellom kroppstemperaturen og romtemperaturen. Forklar at dette gir
differensiallikningen

yv'=—k(y—22) der k>0

Lgsningsforslag a)

Newtons avkjglingslov sier at temperaturendringen per time, y'(¢), er proporsjonal
med differansen mellom kroppstemperaturen y(f) og romtemperaturen 22°C. Med
andre ord er den tidsderiverte av kroppstemperaturen, y'(¢), proporsjonal med

(v(t) — 22). At to stgrrelser A og B er proporsjonale betyr at det finnes en konstant y
slik at A = yB. Vi kan altsd konstatere Newtons avkjglingslov ved

Y@ = y(y@) — 22).

Vi kan faktisk si litt mer om situasjonen. Vi vet nemlig at kroppstemperaturen, som
begynte lik 30°C, vil naerme seg rommets temperatur. Med andre ord ma V'(t) veere
negativ. Siden y(f) — 22 alltid er positiv ma y alltid vaere negativ. Det betyr at vi kan
skrive y = —k, for en positiv konstant k. Vi kan oppsummere situasjonen i
differensiallikningen

y'=—-k(y—-22) for k>0
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b)
Forklar at y(0) = 30, og lgs differensiallikningen ved regning.

Lgsningsforslag b)

Ifslge definisjonen av y (¢), skal y(0) vaere kroppstemperaturen malt i grader celsius
0 timer etter at den dade ble funnet. Det tilsvarer funntidspunktet, og da var
temperaturen 30 grader celsius. Dermed ma y (0) = 30.

Vi skal Igse differensiallikningen

y = —k(y—22).

Fgrst omformer vi den slik at vi kan finne den integrerende faktoren.
y + ky = 22k.

Den integrerende faktoren blir ¥, sa vi multipliserer med den pa begge sider. Det
gir

y ek + kek'y = 22keM.

Venstre side er den deriverte til produktet yek’. Derfor er

’

(vek') = 22ket

N& integrerer vi begge sider med hensyn pa ¢ og kombinerer de to
integrasjonskonstantene til én konstant pa hgyre side.

yei' = 22eM +C
y = 224Ce

Vi vet at y(0) = 30 sa

y(0)=22+Ce® =22+ C =30

Dette gir C = 8. Dermed er Igsningen pa initialverdiproblemet
y(t) =8e ™M +22

Svar: y(t) = 8¢ + 22
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c)
En time etter at den dgde ble funnet, ble kroppstemperaturen malt til 28 °C . Bruk
dette til 8 bestemme konstanten k.

Lagsningsforslag c)

Siden kroppstemperaturen til den dgde var 28°C ved tiden r = 1 ma y(1) = 28. Denne
oppfgrselen kan vi kreve av funksjonen fra oppgave 3b) ved

28 =y(1) = 8e7* +22.
Dette kan omformuleres ved
28 =8¢ +22= 2 =¢*
> —k=In2=>k=-In3=In3 ~0,288.
Dette betyr at k er omtrent lik 0,288 per time.

Svar: k ~ 0,288 per time

d)
Vi antar at drapsofferet hadde en kroppstemperatur pa 37°C like etter at dgden
inntraff.

Bruk y () til @ ansld ndr drapet ble utfort.

Lgsningsforslag d)

Siden drapsofferet hadde en kroppstemperatur pa 37°C like etter at dgden inntraff
ma tidpunktet, ¢, dgden inntraff tilfredsstille likningen y(f) = 37. Det betyr at

y(t) =8 +22=37 3 ¢M =2

15 114 15
= —kt—ln8 =>t——k1n
og siden k ~ 0,288 faolger det at

~——L In N~
I 0’2881n s ~ —2,183.

Det betyr at dgden inntraff 2, 183 timer fgr offeret ble funnet. Offeret ble funnet
klokken 11:00, og siden 0, 183 timer tilsvarer 0, 183 - 60 = 10,98 minutter, ma
drapet ha blitt utfart klokken 08 : 49.

Svar: Drapet ble utfgrt klokken 08 : 49.
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Oppgave 4 (7 poeng) Nettkode: E-4DHC

En uendelig rekke er gitt ved
L+x+x24+x° +..

a)
Visat 1+x+x> +x° +..= 1, nér xe(-1,1)

Det kan vises at

D'+ @+ () + (x3) +.. = (ﬁ)’ ,nar xe (-1, 1)

Lgsningsforslag a)

Siden en endelig geometrisk rekke
G,=1+x+x>+x>+... +x"

tilfredsstiller

%G, =  x+x2+x +x4+. " + 1
= l4+x+x2+x3 +x%+. . +x" + 271 - 1
= G, +x" -1

kan vi skrive

xG, — G, = x"1 — 1,
eller helt tilsvarende

Gn(1—x)=1-x"1.

Verdien av en endelig geometrisk rekke er altsa

l—x’”'l

Gp=1l4x+x"+xX+ . +x" = T

En uendelig geometrisk rekke oppstar nar n gar mot uendelig. Hvis x € (—=1,1) ma da
21 g& mot 0 og dermed ogsa

l+x+x2+x3+...=

1
1—x°
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b)
Vis at

1
(1=x? '

Lgsningsforslag b)

Siden

14+2x+3x% +4x° +... = ndr x € (—1, 1)

M'+@+ () + () +..=(=) nér x € (-1

1—x
og (x")’ = nx""! for alle heltall n, kan vi skrive

1
1—x

O+1+2x+32 +4x° +..= (=)' nar x € (L),

Fra kjerneregelen med kjerne g(x) = (1 — x) fglger det videre at

1\ _ Y
(%) = (35)
— 1 o'
N (g))? g (x)

1
Ty Y
.
(1-x)?

Vi sitter altsa igjen med fglgende likhet

14+ 2x+3x2 +4x° +... = (1_1x)2 nir x € (=L1),

som er det vi gnsket a vise.

)

Bruk resultatet i oppgave b) til 3 vise at

2 3 4
1+2—1+2—2+2—3+...=4

Lgsningsforslag c)

Siden % € (—1,1) og

folger det fra resultatet i oppgave b) at
1 1)2 1)3 _
1+2(3)+3(3) +4(3) +..=4
Dette kan omskrives til
2 3 4

som er det vi gnsket a vise.

www.matematikk.org 22
—"



d)
Bruk induksjon til @ bevise pastanden

n o _ n+2
2,,_1—4—2"_1 , n€N

Losningsforslag d)

For n = 1 sier pastanden at

2 3 4

P(l): 1=4-22 5 1=4-3,

som er sant. Altsa gjenstar det bare & undersgke om P(k + 1) ngdvendigvis ma veere
sann hvis P(k) er sann. Vi antar altsa at

P(k): I+ 3+ 3+ 0+ o =4-25

og bruker dette til & undersgke om

Plo1): 142 43+ A gl _g i3

Ved 3 legge til k;r—l pad begge sider av likhetstegnet i P(k) fglger det at

k

1 2 1
KL g k2 ke

2 3 4 k
1+2—1+2—2+2—3+...+F+? F'F?
og siden
k+2 k+1 2k+4 k+1
T T E T Tty
_ —2k—4+k+1
= —
k=3 k43
T gk T g

kan vi skrive

2 . 3, 4 k kel k43
1+2_1+2_2+2_3+“'+F+?_ ra

Dette er ngyaktig pastanden P(k + 1)! Det betyr at P(k + 1) fglger direkte fra P(k) og
siden vi i tillegg vet at P(1) s& ma P(n) for alle n € N ved induksjon.
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e)

Bruk det du har funnet ovenfor til 3 bestemme nll}; ’;[21

Siden

lop o p 2 e et = == ’;j_% foralle n € N

og

’}ir?o<1+2%+2%+£i3+...+ 2,7_1)=1+2%+2%+;13+ =

o

ma

i (4— nt >=4.

. 2n—1

Ved & bruke at grenseverdien av en sum er lik summen av grenseverdiene kan vi
skrive

4 — lim 22 = 4,

. 2n—1
som betyr at

lim =2 =0,

n—1
n— 00 2

Svar: lim 22 =0

-1
n—oo 2"
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Oppgave 5 (5 poeng) Nettkode: E-4DH]

Et rektangel ABCD er innskrevet i en sirkel. Sirkelen har sentrum i O og radius 10.

Vi setter £COD = v, der 0 < v < . Se figuren nedenfor.

10 v 10

A B
a)
Vis ved regning at arealet F av sirkelsektoren COD er
F(v)=50v

Lgsningsforslag a)

Forholdet mellom arealet F(v) av sirkelsektoren COD og hele sirkelen er lik forholdet
mellom vinkelen v og 2. Arealet av sirkelen er 7zR?, der R er radius i sirkelen, og gir
at

FOv) _ v
R:  2n°

Det betyr at

_sz2_vR2
F(")‘ 2w - 2°

og siden radius i sirkelen er 10, fglger det at

Svar: F(v) = 50v

b)
Vis ved regning at arealet T av det fargelagte omradet pa figuren kan skrives som

T(v)=50(v+3sinv)
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Lgsningsforslag b)

Vi deler opp arealet T i trekantene /\ ADO, /\ ACB og sirkelsektoren COD.

r=10

Siden ADCB er et rektangel m& AB = DC og DA = CB. Videre er

R-cos(%)=% og R-sin(%)=%,

som betyr at

DA = 2R cos (%) og DC= 2Rsin(%).

Hvis vi velger DA som grunnlinje for /\ ADO er hgyden lik %. Derfor ma arealet av
/\ ADO vere
— LlppDC
Apapo = 7DAZ
) -
= R cos(%)sm(%)
= 10°- Jsin(v)
= 50sin(v)
Siden /\ ACB har hgyde BC hvis den har grunnlinje AB fglger det at arealet av
/\ ACB er
Apacs = 3BC-AB
= 2chos(%)sin(§)
= 2-100- 3sin(v)
100 sin (v)
Siden vi har fra oppgave a) at arealet av sirkelsektoren COD er F(v) = 50v m3
T(V) = AAADO +AAACB + F(V)
= 50sin(v) + 100 sin (v) + 50v
= 50(v + 3sin(v)).

ALTERNATIV LOSNING

Svar: 7(v) = 50(v + 3sin v).
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<)

Bestem v grafisk slik at T blir stgrst mulig. Bestem T}, -

Lagsningsforslag c)

Ved & definere arealet T(v) som en funksjon av v i GeoGebras grafdel med
kommandoen
T(v):=Dersom[0O<v<\pi,50*(v+3sin(v))]

kan vi finne toppunktet, som er funksjonens eneste ekstremalpunkt i intervallet
[0,4], ved & bruke kommandoen
Ekstremalpunkt[T,0,4]

T

Ca punkt

(1.91, 236.9
200

150
100

50

ar w/2 L
Resultatet er punktet
(1.91,236.95).

Altsa er v ~ 1,91 den vinkelen som gjgr at T blir stgrst mulig. Den makismale
verdien av T, T, er da 236,95.

Svar: v~ 1,91 og T,,us ~ 236,95.
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Oppgave 6 (6 poeng) Nettkode: E-4DHP

Figur 1 nedenfor viser grafen til funksjonen f gitt ved
f@=1, xella

Vi dreier grafen til f 360° om x-aksen. Vi far da fram et omdreiningslegeme som vist
pa figur 2.

y

Figur 1 Figur 2

a)

Bestem volumet V (a) av omdreiningslegemet.

Losningsforslag a)

Ved 38 kutte omdreiningslegemet opp i uendelig mange, uendelig tynne sylindere med
volum z[f(x)]?dx kan vi ved & integrere uttrykket fra 1 til a finne volumet av
omdreiningslegemet. Med andre ord ma vi ha

V(a) = fla nf(x)zdx =7 la i—f

12 ma vi videre ha at

X

. . -1
og siden den deriverte av — er

B &=l = a (-1 ad) =m(1-1).

Altsa er volumet V(a) av omdreiningslegemet lik

Vig)=n(1-12).
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b)
Bestem flaf(x) dx. Omdreiningslegemet har overflateareal O (a). Forklar at

O(a)> /| f(x)dx.
Fgrst beregner vi
flaf(x)dx = fla %a’x = |ln(x)|{ =In(a) — In(1) = In (a).

Hvis grafen til f (x) over intervallet [a,b] dreies om x-aksen, far omdreiningslegemet
areal lik

[ 27f (04 /1 +f ' (x)2dx.

For var graf, blir arealet av omdreiningslegemet

O (a) =/1a 27 - %\/1+ (—x%)zdx.

Siden 274/ 1 + (—i)z > 1, ma

x2
a
O(a) > /1 ~dx,
som Vi skulle vise.

Svar: [ f(x)dx=1na
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c)

Vi lar a — oo. Det omdreiningslegemet vi da far, kalles Gabriels horn.

Bestem lim O(a) og lim V(a) dersom grenseverdiene eksisterer. Kommenter

a—oo a—oo

svarene.

\

\\‘ -
oSty

A male Gabriels horn ... A fylle Gabriels horn ...

Lagsningsforslag c)
Siden

0(a) > [ f(x)dx

kan ikke gresenverdien lim,_,., O(a) eksistere dersom ikke grenseverdien

lim ff’f(x)dx

a—oo

eksisterer. Fra oppgave b) vet vi at flaf(x)a’x = Ina og siden
algglo In a =00, m§ lim,_,, O(a) = . Dette betyr at grenseverdien ikke eksisterer.

Nar det gjelder volumet av omdreiningslegemet, V(a) = (1 — %), finner vi

lim v<a> =limz(1-1)=r1-0)=n,
a—x0 a— oo

som betyr at grenseverdien lim,_, ., V(a) eksisterer og har verdien 7. Vi har altsa
funnet ut at det i teoreien er mulig & bygge et legeme med uendelig stort areal, men
med et endelig volum z. Hvis bade x og y males i desimeter vil volumet males i liter
og arealet males i kubikkdesimeter. Tenker vi pa Gabriels horn vil det kreves

uendelig mye maling for & male hele hornets innside, men for a fylle hele hornets
innside vil man bare trenge x liter maling.

Svar:

lim In(a) = o (eksisterer ikke)

-0

lim V@@=~

-0
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