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Eksamenstid:

5 timer:

Del 1 skal leveres inn etter 2 timer.

Del 2 skal leveres inn senest etter 5 timer.

Hjelpemidiler:

Del 1:
Vanlige skrivesaker, passer, linjal med centimetermal og vinkelmaler

Del 2:
Alle hjelpemidler er tillatt, med unntak av Internett og andre verktgy som tillater
kommunikasjon.

Framgangsmate:
Du skal svare pa alle oppgavene i Del 1 og Del 2.

Der oppgaveteksten ikke sier noe annet, kan du fritt velge framgangsmate.

Om oppgaven krever en bestemt Igsningsmetode, vil ogsa en alternativ metode
kunne gi noe uttelling.

Veiledning om vurderingen:
Poeng i Del 1 og Del 2 er bare veiledende i vurderingen. Karakteren blir fastsatt etter
en samlet vurdering. Det betyr at sensor vurderer i hvilken grad du

e viser regneferdigheter og matematisk forstaelse

e gjennomfgrer logiske resonnementer

e ser sammenhenger i faget, er oppfinnsom og kan ta i bruk fagkunnskap i nye
situasjoner

e kan bruke hensiktsmessige hjelpemidler

e vurderer om svar er rimelige

e forklarer framgangsmater og begrunner svar

e skriver oversiktlig og er ngyaktig med utregninger, benevninger, tabeller og
grafiske framstillinger

Andre opplysninger:
Kilder for bilder, tegninger osv.

e Alle grafer og figurer: Utdanningsdirektoratet
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DEL 1 Uten hjelpemidler

Oppgave 1 (3 poeng) Nettkode: E-4D9R

Deriver funksjonene

a)

f (x) =5xcos x

Losningsforslag a)

Produktregelen for derivasjon sier at hvis u(x) og v(x) er deriverbare funksjoner s3
ma (uv) = u'v + uv'. Ved a sette u(x) = 5x og v(x) = cos x og bruke at
u'(x) = (5x)) =5 0og v'(x) = (cosx)’ = —sinx finner vi alts3

f'(x) = (5xcosx)’ = (5x) " (cosx) + (5x) (cosx)’
= (5) (cosx) + (5x) (— sinx) = 5cosx — Sx sin x.

Svar:

f'(x) =5cosx — Sxsinx.
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b)
__ sin(2x)
gx) = —

Lgsningsforslag b)

Produktregelen sier at hvis u(x) og v(x) er deriverbare funksjoner sa& ma

(uv) = u'v+uv'. Ved 3 sette u(x) = sin 2x og v(x) = % kan vi altsd skrive

g/ (x) = (¥2) 7 = (sin2x) '+ +sin2x (1) ".

1
X
Fra regelen (x") = nx""! fglger det at

()= ) (i === 2

Kjerneregelen for derivasjon sier at (f(u(x)))’ = u'(x)f'(u (x)). Det betyr at hvis vi
setter u(x) = 2x sa

ma(sin 2x)’ = (2x)’ - cos 2x == 2 cos 2x.

Altsa har vi funnet at

g'(x) = (sin2x)'< +sin2x (1)’
= 2cos Zx% + sin 2x (;—21)

_ 2xcos2x __ sin2x
x2 x2

_ 2xcos 2x—sin 2x
2

ALTERNATIV LOSNING

Svar

’ __ 2xcos2x—sin 2x
g'(x) = =
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Oppgave 2 (3 poeng) Nettkode: E-4D9U

Bestem integralene

a)
[ 26> dx

Lgsningsforslag a)

Substitusjonsmetoden for integrasjon sier at
b ; (b)

/a f(u(x))u (x)dxz uléa) f(u)du

Ved 3 sette u(x) = 2x og observere at u/(x) = 2 finner vi
/122xd _fl ’ u(x)d _/2'1 i _/2 i
o 2e7dx= [, u'{x)e x= [, €'du= [, e'du

og siden ¢* er sin egen deriverte ma

f02 e'du = [e”]g =e? - =2 — 1.
Altsd har vi funnet at

fol 2eFdx = 2 — 1.

ALTERNATIV LOSNING

Svar:

/01 2e¥dx = 2 — 1.
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b)
[ 2x - € dx

Lgsningsforslag b)

Regelen for delvis integrasjon sier at

/u’vdx =uy — fuv’dx.

Det betyr at hvis vi setter u'(x) = ¢* og v(x) = 2x og ser at u(x) = ¢* og v'(x) =2 sa
ma

f2xe" =uv+ C, —fuv’dx=2xe" + C —fZexdx
der C; er en integrasjonskonstant. Siden ¢* er sin egen deriverte fglger det videre at
[2e°dx = 2¢" + C,
der C, er integrasjonskonstanten. Det betyr at
[ 2xe" =2xe" —2¢° + C=2¢"(x—1) + C
der vi har valgt C = C, — (5.

Svar:

[2xe" =2¢"(x— 1) + C.

www.matematikk.org 6
—"



Oppgave 3 (5 poeng) Nettkode: E-4D9Y

Gitt punktene A (2, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 4) og 4[
0(0, 0, 0). 4

a)
—> _— —

—_—
Bestem AB - AC og AB X AC.

Lgsningsforslag a)

— —
Vektorene AB og AC kan uttrykkes ved

AB =OB - OA = [0,3,0] _ [2,0,0] - [—2,3,0]

AC =0C - OA = [0,0,4] _ [2,0,0] - [—2,0,4].
Da fglger det at

— —
AB - AC = [—2,3,0] - [—2,0,4] _ (-2)(—2) +3.040-4=4

og
e e e

— = AR A 3 0|— -2 0|-> -2 3|

AB XAC = | — = ex — e, + e
230‘14 )—24y‘—2oz
-2 0 4

=(3-4e, — (=2 -4)e, + (= (=2) - e, = 12¢, + 8¢, + 6e, = [12,8,6].

—_— —

— —>
Svar: AB-AC =4 og ABXAC =[12,8,6].
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b)
Bestem volumet av tetraederet ABCO.

Losningsforslag b)

—_—

Tetraederet ABCO er utspent av vektorene AO, AB og AC og ma derfor ha volum

V= %IAO- (AB xAC)‘.

—_— —>

Fra oppgave a) har vi AB X AC =[12,8,6] og siden
— —

AO = —OA = [—2, 0, 0]

o

ma

V= %IAO- (AB ><AC>| = 111-2,0,01 - [12,8,6] =
=1|-2:124+0-8+0-6/=2 =4

ALTERNATIV LOSNING

Svar: V =4.

www.matematikk.org 8
—"



<)
Punktene A, B og C ligger i planet a.

Vis at likningen til planet a kan skrives

x Y4z
2+3+4_1

Losningsforslag c)

Siden A, B og C ligger i @ ma
—_— —
AB X AC = [12,8,6] — 2[6,4,3]

sta vinkelrett pa alle vektorer mellom punkter i a. Vi er bare interessert i retningen
og kan derfor velge normalvektor = [6, 4, 3] . Dersom P, er et punkt i @ ma alle
punkter P(x,y,z) som ligger i a tilfredsstille

7 PP =0.

Ved a velge P, = A kan vi skrive venstresiden av likningen
7-AP=7-OP-T7 -OA

= [6,4,3] - [x,y,z] — [6,4,3] - [2,0,0]
=6x+4y+3z-6(6-24+4-0+3-0)=6x+4y+3z—12,
som betyr at likningen for planet a er

6x+4y+3z—12=0.

Ved 8 multiplisere begge sider av likhetstegnet med 11—2 kan vi skrive planlikningen

+

W=

+2=1,

ENGPN]

B
2

som er det vi gnsket a vise.
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Oppgave 4 (4 poeng) Nettkode: E-4DA2

a)
En rekke er gitt ved

l+el+e?24+e3 +..

Forklar at dette er en konvergent, geometrisk rekke. Bestem summen av den
uendelige rekken.

Losningsforslag a)

En geometrisk rekke er en rekke der forholdet mellom hvert ledd og det foregaende
er konstant. I rekken 1 + ¢! + ¢ 2+... er alle ledd pa formen ¢™". Det betyr at
forholdet mellom hvert ledd og det foregdende kan skrives

[ |

e—=1) T pmpl T e’

Siden dette er en konstant uavhengig av n er rekken en geometrisk rekke. En
uendelig geometrisk rekke a + ak + ak*+. .. er konvergent dersom |k| < 1. Dette kan
vi se ved fgrst & studere en endelig geometrisk rekke S, =a+ ak + ak*>+...+ak", og
se at

kS, = ak + ak?*+...+ak" + ak™!
nesten er den samme rekken. Faktisk har vi at
S, — kS, =a—ak"! = a(l — k”“).

Ved & Igse for S, finner vi at den endelige geometriske rekken tar verdien

l_kn+1

Sp =a—7—-

For uendelige geometriske rekker ma vi ha |k| < 1 for & forsikre oss om at k**! gar

mot O nar n gar mot uendelig. En konvergent uendelig geometrisk rekke tar altsa
verdien

a+ ak + ak?* + ak3+. .. = ;’Tk

Dette betyr at rekken 1 + e~ + ¢ >+... er konvergent siden |¢'| ~ 0.35 < 1 og
derfor konvergerer mot

Svar: Rekken er geometrisk siden forholdet mellom etterfglgende ledd er konstant
og konvergerer siden denne konstanten er mindre enn én. Summen er
l+e ! +e24...= <.

e—1

www.matematikk.org 10
—"



b)
En geometrisk rekke er gitt ved

l+e+e X e 4.,

Bestem konvergensomradet og summen av rekken.

Losningsforslag b)

Den uendelige geometriske rekken 1+ ¢™ + ¢™>*+... konvergerer for |e™*| < 1.
Siden ¢ alltid er positiv holder det a kreve

e <]l=>—-x<hnl=0=x>0.

Altsa konvergerer rekken for alle strengt positive verdier av x. Den ma da
konvergere mot

1 e

l—e> e —1"

siden den er en geometrisk rekke.

Svar: Rekken konvergerer mot = —— for alle strengt positive verdier av x.

l—e™* e—1
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Oppgave 5 (2 poeng) Nettkode: E-4DAD

Antall individer i en populasjon etter ¢ timer kan beskrives av funksjonen N (¢).

Vi antar at
N'(t) = 4t + 3 og N (0) = 800

Bestem antall individer i populasjonen etter 10 h.

Lgsningsforslag

Siden N(¢) er en antiderivert til N' (¢), blir
N(10) =N () = [N (1)ar

o (414+3)dr =27 + 31] " =230
Dette gir

N(10) =230 + N (0) = 230 + 800 = 1030.

Svar: Antall individer i populasjonen er 1030 etter 10 timer.
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Oppgave 6 (4 poeng) Nettkode: E-4DAG

En funksjon f er gitt ved
fx)= %x“ - 2x3 +%x , Dr=R

a)

Bestem koordinatene til eventuelle vendepunkter pa grafen til f.

Lgsningsforslag a)

Vi begynner med a beregne den annenderiverte av f(x). Siden den deriverte av
funksjonen ax” er anx”"~! for alle n # 0 ma

Fo) = (32 —2x% 4+ 3x)' = 2453 =2 3x% + 2
=2x3 — 6x% + %
Dette betyr at
Fr@=@F®) =(22-62+3) =322 —2.6x+0=6+% — 12x
Vi finner nullpunktene til f” (x).
f(x)=6x*—12x=0

=> x?-2x=0
= x(x—2)=0
= x=0o0g x=2.

Siden " (=1) = 18 > 0, f" (1) = =6 < 0 0g f” (3) = 18 > 0 bytter alts3 f” (x) fortegn i
bade x = 0 og x = 2. De to vendepunktene pa grafen til f har da koordinater

(0,£(0)) = (0,0)
Qfr@y=(25-2"-2-22+2.2)=(22°-2-2° +5)
=(2-2°+5)=2-8+5=(2-3)

Svar: Vendepunktene har koordinater (0,0)og (2, — 3).
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b)
Bestem likningen for eventuelle vendetangenter pa grafen til f.

Lgsningsforslag b)

f i punktet x,. Siden den rette linjen og f deler y-verdi i punktet x, ma vi videre ha
fxo) =f"(x0)x0 + B = B = f(xo) — f'(x0)xo.
Fra oppgave a) har vi at
f(x) =203 —6x2 + 2,
som betyr at den deriverte i de to vendepunktene (0,0) og (2, —3) er henholdsvis
’ _ 5 ’ _ 5 _ 11

f(0)=20gf(2)=16-6-443=—.
Siden tangentlinjen til f i punktet x; kan skrives

Yo (X) = f'(x)(x — xp) + f(xp)
kan vi ved 3 sette inn for vendepunktkoordinatene finne

/ 5
1 (x) =£(0)(x = 0) +£(0) = 3
for vendepunktet i (0,0) og
_ __ 1 11 _ _ 1
y2 (%) =f(2)(x=2) +f(2) =-Jx+23 —-3=-Lx+8.

De to vendetangentene er altsa beskrevet av de to rette linjene
5 11
yi =5% 0g y, =—5x+8

Svar: Vendetangent i (0,0):y; = %x. Vendetangent i (2,-3):y, = —12—1x + 8.
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Oppgave 7 (3 poeng) Nettkode: E-4DAJ

Bruk induksjon til @ bevise pastanden

S T S O 1 _ _n
Pn): 1-2+2-3+3-4+‘“+n-(n+1)_n+1 , neN

Lgsningsforslag

Vi kan lett sjekke at P(1) er sann ved a sette inn n = 1. Da sier pastanden at

P(1): L=-L

1+1°

som alltid er sant. Vi antar nd at pastanden stemmer for n = k. Det vil si

S ST ST 1 _ k.
P<k> Sl Yz tag Tt T ey T

Vi lurer pa om dette betyr at

RS S S 1 _ k+l
P<k+ 1) S T2tz tag +"’+(k+1)(k+2) T k42
o o o 1 o . . ...
ogsa ma veere sann. Ved a trekke fra Tk Pe begge sider sitter vi igjen med
1,1 4, 1 1 k+l 1
12 T 23132 +"'+k(k+1) T k2 (kHHDKH2)
_ (DD 1 (D k+1)-1
Tk D)(k+2) k+Dk+2) — k+1D)(k+2)
K42k k(k+2) g

= "Dk GrDGr2)  k+1

som er ngyaktig pastanden P(k). Ved & anta at P(k) stemmer fglger det altsa
umiddelbart at P(k + 1) ogsa er sann. Dermed er P(n) sann for alle n € N ved
induksjon.
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DEL 2 Med hjelpemidler

Oppgave 1 (4 poeng) Nettkode: E-4DAM

Figuren ovenfor viser et trapes ABCD som er innskrevet i en halvsirkel med radius 1.
a)

Forklar at arealet F' av trapeset er gitt ved

F®)=( 4 cosv)sinv

Hvilke verdier kan v ha?

Lgsningsforslag a)

Siden punktet C ligger pa enhetssirkelen med vinkel v fra x-aksen ma C ha
koordinater

(cosv,sinv).

Siden y-verdien til C er hgyden av trapeset og x-verdien er halve bredden DC holder
det 3 konstatere at grunnlinjen AB er diameter i sirkelen, og derfor lik 2, fgr vi
uttrykker arealet F(v) til trapeset ved

242 cos v
2

F() = hoyde - gijennomsnittsbredde = sinv ( ) = (1 + cos v) sinv.

At trapeset er innskrevet i halvsirkelen med radius én betyr at v ikke kan vaere
mindre enn 0. Siden vi har brukt at ABCD er et trapes kan vi fa problemer nar v > 7

ettersom C og D da bytter plass. Hvis v =0 eller v = =, er ikke figuren et trapes.

(STE

Altsa ma v veere i intervallet (O,%).

ALTERNATIV LOSNING

Svar: v € (0,%).
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b)

Bestem Zv ved regning slik at arealet av trapeset blir stgrst mulig.

Bestem arealet av det stgrste trapeset.

Lgsningsforslag b)

Ved & derivere uttrykket for arealet F(v) med hensyn pa v finner vi endringen i areal
nar vinkelen endrer seg. Ved & bruke produktregelen for derivasjon finner vi

F'(v) = (1 +cosv)sinv)’ = (1 + cosv)' sinv + (1 + cosv)(sinv)’
= (— sinv) sinv + (1 + cos v) (cos v) = —sin’ + cos? v + cos V.
Siden sin’v = 1 — cos? v falger det videre at

F'(v) = —sin® +cos® v+ cosv = — (1 —cos?v) + cos? v + cos v
=2cos2v+cosv— 1.
Vi ma altsa finne de verdiene for v som tilfredsstiller

2cos2v+cosv—1=0.

Annengradsformelen gir da

|
|
=N
+
w
|
N | —

De vinklene som tilfredsstiller F’(v) = 0 er altsa

+ arccos %+27m=+£+27m, ne”z
V=
arccos (—1)+2an=u+2an, ne”Z

Den eneste av disse verdiene som ligger innenfor intervallet (O,g)er

.
v= 2.

For at v skal veere et toppunkt ma vi imidlertid forsikre oss om at F vokser fgr den

har passert v og avtar etter den har passert v, altsd at v = g ikke er et. Siden % er

det eneste nullpunktet til F'(v) kan vi sette inn endepunktene og dermed finne
F’(O) =2c0s’0+4+cos0—1=2>0
og
F’(%) = 2 cos? % +cos§ —-1=-1<0.

Altsd ma v = /3 veere et toppunkt. Arealet som hgrer til denne vinkelen er
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F(%) = (1+cos

W[y

3

b

3
2 4

og siden arealet til figuren er O ndr v =0 og

F(§)=(1+cos£)sin£=1

2 2

har arealet sin stgrste verdi nar v = % Da er arealet

F(2) =22 ~1,299.

3 4

ALTERNATIV LOSNING (NUMERISK)

Svar: F (%) — 37‘/§ ~ 1,299.
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Oppgave 2 (7 poeng) Nettkode: E-4DAP

Funksjonen f er gitt ved
f(x) =sin(zx) +sin(2zx) , xe€ [0, 6]

a)
Tegn grafen til f.
Losningsforslag a)
Ved & skrive fglgende kommando i geoGebras grafdel
sin(\pix) + sin(2\pix)]

Dersom[0® \leq x \leq 6,

f(x) :=
eller eventuelt
Funksjon[sin(\pix) + sin(2\pix),0,6]

f(x) :=
sitter vi igjen med fglgende figur:

% = 7) for x € [0.6
1.
1
05
u A\ /\ A
) 05 A 15 25 s a5 55
Y V4 \/
1
-15
Svar:
' Six) ) for 0.
M M\
[\ \ {\
II \ I| ,',I ll'
l ( ‘l'» |ll l‘l'l |Il
J lll‘ | lll‘ ( \
a5 | \-/1 lll‘ 15 'F z5 <\/1 \ f \_/3 ‘||‘I 55 F
0.5 \
\ | | |
l ll', f ". | ". |
\ I|' \ \ ‘1'
|I" ",' '.\‘ / '.II‘ ‘,||
v \V AV \Vj
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b)
Bruk grafen til 3 vise at f er en periodisk funksjon, og bestem perioden til f.

Lgsningsforslag b)

En funksjon g (x) er periodisk hvis det finnes et reelt tall 7>0 slik at

gx+T)=gx)
for alle x i definisjonsmengden til g. For funksjonen f (x) i oppgaven kan det ikke
finnes noen slik positiv T som oppfyller dette kravet siden definisjonsmengden til f er
begrenset. Vi har at 6 er i definisjonsmengden til f, men 6 + T er ikke i
definisjonsmengden hvis T>0. Dermed kan ikke
fO+T)=f(6)
Dersom vi endrer definisjonsmengden til f slik at den er definert pa hele mengden av
reelle tall, sa blir  periodisk. Vi regner ut at
fx+2) = sin(zx(x+2))+sin(2x (x + 2))

= sin(zax + 2x) + sin 2zx + 4nx)

=  sin(zx) + sin (27x)

= [
Dette viser at perioden er hgyst 2.

Nar vi erstatter x i en funksjon med x + 7, translateres grafen T enheter til venstre.
At f(x+ T) = f(x) for alle x i definisjonsmengden, betyr at grafen til f dekker seg
selv perfekt etter translasjon T enheter til venstre.

Av grafen i oppgave a), ser vi at grafen ma translateres minst 2 enheter langs x-
aksen fgr den ser lik ut, sd perioden er minst 2. Dermed ma perioden veere akkurat
2, siden vi sa tidligere at den ogsa er hgyst 2.

Svar: Perioden er 2 for funksjonen med utvidet definisjonsmengde.

c)
Vis at

f (x) = sin(zx) (1 + 2 cos (7x))

Lasningsforslag c)

Siden sin(2zx) = 2 sin(zx) cos(zx) folger det at

f(x) = sin(zx) + sin(2zx) = sin(zx) + 2 sin(zx) cos(zx)
= sin(zx) (1 + 2 cos(zx)),

som er det vi gnsket a vise.
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d)
Bruk uttrykket i oppgave c) til & bestemme nullpunktene til f ved regning nar
x € [0, 2].

Lgsningsforslag d)

Nullpunktene til en funksjon f(x) er ngyaktig de verdiene for x som gjgr at f(x) = 0.
Altsd@ ma nullpunktene tilfredsstille

f(x) = sin(zx) (1 + 2 cos(zx)) = 0,
som betyr at
sin(zx) = 0 eller 1 4+ 2cos(zx) = 0.
For x-verdiene betyr dette at
xe”Z

eller

X = =+ arccos (—%) +27n,n € Z

X

Il
-+

W § =

-23—”+2n,n€Z

+2nne”Z

X ==

Nullpunktene til f(x) i intervallet [0, 2] er altsa
2 4
{0.1,2} u{2}u {4},

som kan skrives

{0,2,1,%,2}
Svar:
{0,2,1,%,2}.
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Oppgave 3 (5 poeng) Nettkode: E-4DAU

Vi lar K veaere kapitalen i et fond t ar etter fgrste innskudd. Hvert ar setter vi inn 20
000 kroner i fondet. Avkastningen i fondet er 8 % per ar.

Kapitalen i fondet vokser slik differensiallikningen nedenfor viser

K'(t) =0,08 - K(¢r) + 20 000

a)
Lgs differensiallikningen. Finn et uttrykk for K (f) nar K (0) = 20 000.

Lgsningsforslag a)

Ved & benytte omskrivingen

K'(1)

K()+250000 0,08,

K’(t) —0, 08K<t> + 20000 = 0,08 (K(7) + 250000) =

kan vi integrere med hensyn pa ¢ pa begge sider og fa

K'(t)dt

Xorsooo0 = 0,08 [ dt.

Mens hgyresiden kan skrives
0,08fdt= 0,08t + C,

for en konstant C;, kan venstresiden Igses ved & bruke substitusjonsmetoden med
substitusjonen K = K(t). Det gir

/ K’ (t)dt
K(t)+250000 - K+250000’

og siden den deriverte av In(K + 250000) er m ma

dK —
s = In (K +250000) + C,

for en konstant C,. Dette kan ogsa ses ved a gjenta substitusjonsmetoden med
substitusjonen u(K) = K + 250000. Vi har uansett funnet at

In (K(#) + 250000) + C, = 0,08t + Cy,

som ved & kombinere de to konstantene C; og C, til én konstant C = C; — C, kan
skrives

In (K(¢) + 250000) = 0,08¢ + C.
Siden K(0) = 20000 fglger det videre at
In (K(0) + 250000) = 0,08 - 0 + C = C = In (20000 + 250000) = In (270000) .

Altsa er den spesielle Igsningen av likningen gitt av
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In (K(¢) + 250000) = 0, 08¢ + In (270000) .
Fra omskrivingen

In (K(£) + 250000) = 0, 08¢ -+ In (270000)

= K(t) + 250000 = 0-08:+In(270000)
= K(t) — In(270000) L0.087 _ 950000
= K (t) = 270000e"%% — 250000

ser vi at Igsningen ogsa kan skrives
= K(t) =270000¢"% — 250000,
som er den vanlige maten & oppgi funksjoner pa.

ALTERNATIV LOSNING

Svar:

K (t) = 270000¢"% — 250000.
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b)
Bestem stgrrelsen pa kapitalen etter 20 ar.

Lgsningsforslag b)

Vi skal lgse differensiallikningen
K' (t) = 0,08K (T) + 20 000

Dette er en linezer 1. ordens differensiallikning. Fgrst ordner vi den slik at den blir pa
formen

K @®+fOK@® =g
slik at vi kan finne den integrerende faktor. Var likning blir slik:
K' (1) — 0,08K (¢) = 20 000.

Integrerende faktor er e opphgyd i en antiderivert til —0,08. Vi bruker ¢%08

multipliserer begge sider med integrerende faktor. Det gir

K' (£)e=%%8 — 0,08K (1)e= %" = 20 000e=0%

0g

Metoden med integrerende faktor sikrer at venstresiden er den deriverte av
produktet av K og integrerende faktor. Dermed har vi

(K (1)e V8! ) = 20 000e~V%
Integrasjon av begge sider med hensyn pa ¢ gir

K (e 008 = ZFR 008 1 C = —250 000e~0% + C

0,087 13 begge sider og far

Vi multipliserer med e
K (t) = Ce*%% — 250 000

Siden K (0) = Ce® — 250 000 = C — 250 000 = 20 000, ma C = 270 000. Lgsningen pa
initialverdiproblemet er derfor

K () = 270 000¢*%" — 250 000

For t = 20 etter fgrste innskudd far vi at
K(20) =270000¢%%820 — 250000 ~ 1087319
Altsa stgrrelsen pa kapitalen er rundt 1087319 kroner 20 ar etter fgrste innskudd.

Svar: Stgrrelsen pa kapitalen er rundt 1087319 kroner 20 3r etter forste
innskudd.
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)
Hvor lang tid vil det ga fgr fondet gker med 35 000 kroner per ar ifglge modellen
ovenfor?

Lgsningsforslag c)

Fondets gkning per ar kan, som nesten alltid er tilfellet nar det er snakk om endring,
representeres som den deriverte av kapitalen med hensyn p3 tid. Altsa representerer

K'(t) = (270000¢% — 250000) ' = 270000 (e™0%) ’
— 270000 (0, 087) "®%8" = 270000 - 0, 08 - 0%
= 2160008

gkningen av fondet per ar. Tiden det vil ta for fondet gker med 35000 kroner per ar
er altsa den verdien for ¢ som tilfredsstiller

21600%%8 = 35000.

Det betyr at
21600*%% = 35000

0,08 _ 35000
= @ = 21600
135000
= 0,08=1In 0
1 q.35000
> t= 008 In S 6, 0.

Altsa tar det omlag seks ar fgr fondet gker med 35000 per ar ifslge modellen.

Svar: Ca. seks ar.
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Oppgave 4 (6 poeng) Nettkode: E-4DAY

En uendelig, geometrisk rekke er gitt ved

S =1+x+x"+...
Ndrx e (=1, 1), er S(x) = =

Det kan vises at [ 1dx + [xdx + [x*dx +... = [ —dx

1
1—x
a)

Forklar at
X+ + 1+t =-In(1-0)+C

Begrunn at
c=0

Losningsforslag a)

For & Igse denne oppgaven, ma fgrst oppgaveteksten presiseres litt. Oppgaveteksten
hevder at for —1<x<1, er

fldx+fxdx+fx2dx+/x3dx+...=/ﬁ dx.

Hvert ubestemt integral pa venstresiden har imidlertid med seg en konstant, sa
venstresiden inneholder en uendelig sum av vilkarlige konstanter. Det er ingen
kontroll pa at denne rekken konvergerer, og det gjgr utsagnet uklart.

Det som er sant, og som er akkurat det vi trenger for 8 Igse oppgaven, er at for
—1<x<1, er

Jovde+ [Jedi+ [ Pdi+ .= [Fde (1)

For hver verdi av er na rekken pa venstre side en rekke der hvert ledd er et reelt
tall. Utsagnet pastar at nar vi velger en med tallverdi mindre enn 1 og regner ut
begge sider av (1), sa far vi samme resultat.

Generelt har vi at forn # —1 er

X
./Ox Mdt = [ﬁtn+l]0 — ﬁxrwl .

Dermed blir venstresiden av likheten (1)
1.2, 1.3

X + Ex aF gx AP 600

Hgyresiden av (1) blir

Jo mdit=[-In|l —=#]]g =—In(1 —x)

Til sammen viser dette alt som skal vises i oppgaven. Likheten som skal vises
stemmer for C = 0.
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b)
1

. _ 1 . _.L
Settinn x =5 ogvisat - o+

Lgsningsforslag b)

Ved & sette inn x = L | uttrykket fra oppgave a) finner vi

4,1 1 5, 1
e T3ty

N | —

2
1 11 11 11 _ I 1) _
5+52—2+§2—3+12—4+...— 11’1( 2)— 11’1(2)—11’12.
Dette kan vi skrive som
i 1,1 1,1 1,1 1 —
T°5 T 5 22+3 23+4 010

som er det vi gnsket a vise.

c)
Det generelle leddet i rekken ovenfor er a, = % . 2i .
Det kan vises at de atte fgrste desimalene i In2 er 0,69314718.

Dersom vi summerer de n fgrste leddene a; + a, + ... + a, i rekken i oppgave b), far
Vi en

tilneermingsverdi for In2 .

Hvor mange ledd ma vi minst ta med for at vi skal fa 6 korrekte desimaler?

Lgsningsforslag c)

Vi begynner med & endre instillingene i geoGebra slik at tall rundes av med ti
desimalers ngyaktighet. Dette gjor vi ved & ga inn pa “Innstillinger”, trykke pa
"Avrunding” og deretter pd “10 desimaler”. Ved & systematisk prgve forskjellige
verdier for M med kommandoen

Sum[(1/n)*(1/2”n),n,1,M]

i CAS finner vi at

Sum[(1/n)*(1/2"n),n,1,18]

gir % 0.69314699, mens

Sum[(1/n)*(1/2”n),n,1,19]

gir ~ 0.69314701. Altsa ma minst 19 ledd tas med for a fa 6 korrekte desimaler.

Svar: 19 ledd ma tas med.
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Oppgave 5 (7 poeng) Nettkode: E-4DB3

Funksjonene f og g er gitt ved
f(x) =cosx
g(x)=1-k>-x*>, k>0

Skisser av grafene til f og g er tegnet nedenfor.

y

a)
Bestem nullpunktene til g uttrykt ved k.

Lgsningsforslag a)

Siden nullpunktene til g er ngyaktig de verdiene for x som tilfredsstiller

- =0ex’ =5

ma de vaere gitt av

= |—

ALTERNATIV LOSNING

Svar: x =+

X=+ k%:j

o | —
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b)
Bestem k slik at arealene A; og A, pa figurene ovenfor er like store,

Lgsningsforslag b)

Nullpunktene til f(x) er ngyaktig de verdiene for x som tilfredsstiller

f(x) =cosx=0.

Med andre ord er de to nullpunktene som ligger neermest x = 0 gitt av
X = ig. Arealet A; under grafen til f mellom disse nullpunktene dermed gitt som

A = f_@f(x)dx = [ cos(x)dx,
2 2
og siden den deriverte av sinx er cosx fglger det at

/_%l cos(x)dx = [sinx]_%i =sin (Z) —sin (—Z)

2 2 2

2
=2sin(£) =2-1=2.

Arealet A, under grafen til g mellom nullpunktene +1/k er pd tilsvarende mate gitt
som
4 1 1
A, =[5 (1 -k>?)dx= [* ldx— k> [ % x?dx
T ~% ~%
i 21 377 1 1 2(1(1\3 1/ 1)3
=HL =6 [3 ]_k% =(z—(=3)) & (5(;) -5(=%) )

- (25 - 32’ = (-

Den verdien for k som gjgr at arealene A; og A, er like ma altsa tilfredsstille

w (N

4=t

A =2=3%2 =4,

1
k
Det er bare én verdi for kK som tilfredsstiller denne likningen, og det er
— 14 _

k= 3

w |

1
2

Svar: k=

SSEI)
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<)

Bruk formelen cos(u +v) = cosucosv —sinusinv til & vise at

cos? (x) = % + % - cos (2x) ()

Losningsforslag c)

Ved 3 sette inn for u = x og v = x i formelen (*) finner vi at

2

2 x — sin? x.

cos (x + x) = cos(2x) = COS (x) CcoS (x) - sin(x) sin(x) = Ccos
Siden Pytagoras laeresetning krever at sin>x = 1 — cos? x har vi videre at

2 2 2

cos(2x) = cos? x — sin” x = cos? x — (1 — cos? x) =2cos? x — 1.
Med andre ord har vi funnet at
cos2x =2cos?x — 1,

som kan skrives

cos? x = %cos2x + %
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d)
Nar vi dreier flatestykket med arealet A; 360° om x-aksen, far vi et

omdreiningslegeme med volum V;.

Bruk formelen (*) i oppgave c) til @8 bestemme et eksakt uttrykk for V; ved regning.

Lgsningsforslag d)

Arealet under grafen til f finner vi ved & summere uendelig mange, uendelig tynne
rektangler med hgyde f(x) og bredde dx. P3 tilsvarende mate kan vi dele opp
volumet av omdreiningslegemet i uendelig mange, uendelig tynne sylindere med
radius f(x) og hgyde dx. Volumet av en slik sylinder er da ﬂ(f(x))zdx . Volumet V; av
omdreiningslegemet kan vi skrive som integralet av alle disse sylinderene. Alts@ ma

Vl — ‘/_%

b2
2

(f (0)dx =« f_é cos? xdx.
2

Ved 38 bruke formelen (*) finner vi da at

ﬂf_%ﬁ cos? xdx = n[_é (3cos2x+ 5 ) dx
2 p
=z f_% cos 2xdx + 17 f_gg ldx

= gn/_?g cos2xdx + Lr (2 — (-2))
=2n f_%% cos 2xdx + ”72

Ved enten a se at den deriverte av %sian er cos 2x eller ved a bruke

substitusjonsmetoden med substitusjonen u(x) = 2x, falger det at

f_i cos 2xdx = [3sin 2x]_§£

2 2

= sin (2%) — sin (—2%)
=sin(z) —sin(-z) =0—-0=0.

Altsd er volumet V, av omdreiningslegemet

/2
—1_r2 2 _ 1 n’ _ 1
] —zﬂf_%cos2xdx+ =m0+ 5 =2
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Oppgave 6 (7 poeng) Nettkode: E-4DBA

En rett linje i planet skjeerer koordinataksene i A (a, 0) og B (0, b). Se skissen
nedenfor.

a)
Vis at likningen til linjen kan skrives M
y= —%x +b 8

Lgsningsforslag a)

Den rette linjen som gar gjennom punktene A(a, 0) og B(0, b)) ma ha stigningstall lik

Ya=¥s _ 0=b b

XA —Xp a— a’

Siden linjen skjaerer y-aksen i punktet B(0, b) fglger det videre at konstantleddet er
lik ypg = b. Vi har altsa funnet at likningen for den rette linjen som gar gjennom A og
B er gitt ved

y(x) = —%x + b.

Alternativ Igsning:

Siden A og B har forskjellige x-verdier kan den rette linjen skrives y(x) = C;x + C,
der C, og C, er konstanter. At linjen gar gjennom punktet A(a, 0) betyr at
konstantene C; og C, ma tilfredsstille

y(a) = Cia+ C, = 0.
Tilsvarende kan vi kreve at linjen skal ga gjennom punktet B(0, b) ved a sette
Y0)=C,-0+C,=C, =b.
Dette gir likningssettet

). Cia+C, =0
(11). C, =0b.

Siden vi allerede vet at C, = b folger det imidlertid at
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b
Cia+b=0 = Ci=——.
a

Altsa kan likningen til den rette linjen som gar gjennom punktene A og B skrives

y(x) = —%x +b.

b)

Vis at dette ogsd kan skrives
X y _

Pl 3= 1

Losningsforslag b)

Fra oppgave a) har vi at
y= —gx +b.

Ved a legge til %x pad begge sider av likhetstegnet kan vi skrive dette som
y+ %x = o),

og ved 8 multiplisere begge sider av likningen med % fglger det at

SHES

X —
+2=1,

som er det vi gnsket a vise.

c)
Et plan a i rommet skjaerer koordinataksene i A (a, 0, 0), B(0, b, 0) og C(0, O, ¢).

Vis at normalvektoren til planet a er

= [bc, ac, ab] CIZ
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Lgsningsforslag c)

Siden A(a,0,0), B(0,b,0) og C(0,0,c) ligger i a er vektorene
AB =OB-OA= [O,b,O] - [a, 0, 0] - [—a, b,O]

AC =0C-OA= [0,0,c] _ [a,0,0] — [—a,O,c]

vektorer mellom punkter i a. Altsd ma vektoren

5o g)‘Eyé}bo —a 0 —a b
ABXAC =|—a b 0 =‘ e, — ey + e,
0 ¢ —-a c¢ —a
-a 0 ¢
= bce, — (—ac)zy + abe, = [bc, ac, ab]

std normalt pa alle vektorer mellom punkter i a. Med andre ord kan vi definere
normalvektoren

= [bc, ac, ab],
som er det vi gnsket 3 vise. Legg merke til at det finnes uendelig mange
normalvektorer. For alle C # 0 er nemlig Cn ogsa en normalvektor.

Alternativ Igsning:

Hvis vi klarer & finne konstanter C;, C, og Cs slik at
C1x+C2y+ng+ 1=0

er likningen for planet a kan vi skrive velge normalvektoren som en konstant
multiplisert med 7iy = [C}, C,, C3] . At punktene A(a,0,0), B(0,5,0) og C(0,0,¢)
ligger i a gir felgende sett av likninger:

(1) C161+1=0$C1=——

1
i Ch+1=0 = C=—

(III) C3C+1=0 — C’3=—l

Altsa er likningen til planet gitt som
—Lx— %y— %z+ 1=0.
Ved 8 multiplisere begge sider av likhetstegnet med —abc fglger det at likningen for
planet a kan skrives
bex + acy + abz — abe = 0.
Normalvektoren kan altsa velges til 8 veere
= [bc, ac, ab],

som er det vi gnsket a vise.
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d)
Vis at likningen til a kan skrives

X y Z _
E+Z+E_1

Losningsforslag d)

Siden punktet A(a,0,0) liggeri @ og 11 = [bc, ac, ab] kan velges som normalvektor til
planet ma alle punkter P(x,y,7) i a tilfredsstille

i AP = [bc,ac,ab] . [x—a,y,z] = 0.
Altsd er likningen for planet gitt av

bex + acy + abz — abe =0

og ved 8 multiplisere begge sider av likhetstegnet med i finner vi at

+

Q |=
SHES

Z—
+;—1,

som er det vi gnsket a vise.

Alternativ Igsning:

Vi ma finne konstanter C;, C, og C; slik at

Cix+Cy+Ciz+1=0

er likningen til det planet @ som punktene A(a,0,0), B(0,b,0) og C(0,0,c) er en del
av. At A ligger i a betyr at Cia+ 1 = 0 og derfor C; = —%. Siden B ligger i a ma
C,b+ 1 =0 som betyr at C, = —% og at C ligger i a betyr at (5 = —%. Vi har med
andre ord funnet at likningen for planet a kan skrives

som ved & multiplisere begge sider med —1 og deretter legge til én pa begge sider
kan skrives
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e)
Planet f skjaerer x-aksen i D (5, 0, 0) og y-aksen i E(0, 4, 0). Planet er parallelt
med z-aksen.

Forklar hvordan vi kan bruke resultatet i oppgave d) til & bestemme likningen for
planet g.

Lagsningsforslag e)

Fra oppgave d) har vi at ethvert plan som skjserer x-aksen i x = a, y-aksen i y = b og
z-aksen i z = ¢ har likning

+

Q=
SHES

Z
+i=1.

Siden planet 8 skjaerer x- og y-aksen i henholdsvis 5094 ma a=5 og b = 4. Det
betyr at likningen for § er gitt av

+

IR

Z
+i=1.

W=

Siden planet 8 er parallell med z-aksen kan det ikke finnes noe punkt i # som ogsa er
pa z-aksen. Et slikt skjeeringspunkt mellom z-aksen og planet S ma altsa befinne seg
uendelig langt borte - i z = co0. Det betyr at ¢ ma vaere et uendelig stort tall, som
videre betyr at % ma vaere et uendelig lite tall. Med andre ord er likningen for planet
p gitt av

im (£ +5+2)=5+3+40-z=%+2=1

C—> 0 5

Svar:
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