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Eksamenstid

5 timer:

Del 1 skal leveres inn etter 3 timer.

Del 2 skal leveres inn senest etter 5 timer.

Hjelpemidler pa Del 1
Vanlige skrivesaker, passer, linjal med centimetermal og vinkelmaler

Hjelpemidler pa Del 2
Alle hjelpemidler er tillatt, med unntak av Internett og andre verktgy som tillater
kommunikasjon.

Framgangsmate
Del 1 har 8 oppgaver. Del 2 har 5 oppgaver.

Der oppgaveteksten ikke sier noe annet, kan du fritt velge framgangsmate. Dersom
oppgaven krever en bestemt Igsningsmetode, kan en alternativ metode gi lav/noe
uttelling.

Bruk av digitale verktgy som graftegner og CAS skal dokumenteres med utskrift eller
gjennom en IKT-basert eksamen.

Veiledning om vurderingen
Poeng i del 1 og del 2 er bare veiledende i vurderingen. Karakteren blir fastsatt etter
en samlet vurdering. Det betyr at sensor vurderer i hvilken grad du

e viser regneferdigheter og matematisk forstaelse

e gjennomfgrer logiske resonnementer

e ser sammenhenger i faget, er oppfinnsom og kan ta i bruk fagkunnskap i nye
situasjoner

e kan bruke hensiktsmessige hjelpemidler

e vurderer om svar er rimelige

e forklarer framgangsmater og begrunner svar

e skriver oversiktlig og er ngyaktig med utregninger, benevninger, tabeller og
grafiske framstillinger

Andre opplysninger
Kilder for bilder, tegninger osv.

e Alle grafer og figurer: Utdanningsdirektoratet
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DEL 1 uten hjelpemidler

Oppgave 1 (5 poeng) Nettkode: E-4P1K

Deriver funksjonene

a)
fx)=2x2-5x—6

Lgsningsforslag a)

Vi kan finne den deriverte ved @ derivere hvert av leddene og summere. Da far vi

f(x) = (2x* =5x—6)" = (2x*)’ = (5x)" = (6)

Vi bruker derivasjonsreglene til den deriverte av en potensfunksjon, som gir at
(ax”)’ = nax"! og at den deriverte av en konstant er O . Da kan vi skrive

(2x2)’ — (Sx)’ — (6)’ =2-2x' + (—5) =4x—5

Svar: f'(x) =4x -5

b)
gx) = xInx

Lgsningsforslag b)

Vi kan bruke produktregelen for a8 derivere funksjonen
(u-vY =u-v+u-v

Vi setter u = x og v = In x. Da blir
g'x = (x-In x)’

= (u-v)

= u -v+u-v

= xX)-Inx+x-Un x)

= I-In x+x- %

= In x+1

Svar: g'(x) =Inx+1
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<)

ho = 2

Lgsningsforslag c)

Vi bruker brgkregelen for derivasjon med u = ¢ og v = x — 3.

Da far vi

h'(x) = (%), = (4) = u’-vv—zu.v/
(7)) (x=3)—=(e*)-(x=3)’

(x=3)*

2x

Telleren e“* er en sammensatt funksjon. Vi Iarf(x) = ezx, og velger z = 2x som

kjerne,
f(x) = e* der z = 2x.
(e?) =e*og 7 =2.
Av kjerneregelen far vi
fl(x)=e(z) -2 = () -2 =¢"-2= e
N& kan vi derivere alle leddene i brgken over og da kan vi regne ut
o () (a=3) () ()
Wx) = —
Zezx-(x—3)—ez"-1
(x=3)
2e —6e* —e>
(x=3)?
262 —T7e2*
(x=3)?
ezx(2x—7)
x=3)*

, ez"(2x—7)
Svar: ]’l (X) = W
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Oppgave 2 (5 poeng) Nettkode: E-4P2H

En funksjon f er gitt ved

[ =@+ 1 (x-2)
a)

Bestem nullpunktene til f.

Lgsningsforslag a)

Vi vil finne ut nar hver av faktorene til f(x) er lik 0.
f) =@+ 1D’@x—2)= @+ D+ Dx—2)

Faktorene til f er (x + 1) og (x — 2).

Den fgrste faktoren (x + 1) = 0 ndr x = —1, og den andre faktoren, (x — 2) = 0 nar
x=2.Daharviatf(x) =0 ndrx=—1 og narx =2

Svar: Nullpunktene er (—1,0) og (2,0)

b)
Bestem eventuelle topp- og bunnpunkter pa grafen til £

Losningsforslag b)

Vi begynner med & derivere f(x). Da kan vi bruke produktregelen, med u = (x + 1)2
og v =x— 2. Da far vi

@ = (+D2@x-2)=@-v)=u -v+u-V
= (x+D) - @x=-2)+@+ D (x+2)

For & derivere (x + 1)? kan vi bruke kjerneregelen med u(x) = x + 1 som kjerne. Da
blir u’(x) = 1, og vi far

(x+D?) =) w=2u-1=2(x+1)
Vi bruker dette til & regne f'(x)

@ = (+D) - @=-)+@+1D* (x+2)
= 2+ Dx=2)+ (x+ D2 -1

For @ kunne tegne fortegnsskjema ma vi faktorisere f'(x)
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flx) = 20+ DEx—=2)+ (x+ 1)°
= (x+DQx—4)+ x+1)?
= (x+D(@x=4)+(x+1)
= (+DC2x—4+x+1
= (x+ D(Bx —3)

x + 1 er negativ nar x < —1 og positiv ndr x > —1, og 3x — 3 er negativ nar x < 1 og
positiv nar x > 1, da far vi fortegnsskjemaet

-1 1
T+ 1 --emmmeea- o
3%0 = B} ooooooooooooooooonoo0s ©
@) ————e=mmeasa °

Nar f’(x) er positiv vokser f(x), og nar f'(x) er negativ avtar f(x), Sa vi har toppunkt
nar x = —1 og bunnpunkt nar x = 1.

For a finne verdien i topp- og bunnpunkt regner vi ut f(—1) som vi fra deloppgave a)
vet at er et nullpunkt, altsa er f(—1) = 0. For & finne verdien til f i bunnpunktet
regner vi ut

fH=1+1D*1=2)=4(-1)=—-4

Svar: (—1,0) er toppunktet og (1, — 4) er bunnpunktet til f.

<)

Lag en skisse av grafen til f.

Lagsningsforslag c)

Vi kan begynne med 3 tegne inn punktene vi allerede kjenner fra deloppgave a) og
b). Fra a) vet vi at grafen har nullpunkt ndr x = —1 og x = 2, sa (—1,0) og (2,0) er to
punkter pa grafen, og fra b) vet vi at (—1,0) er et toppunkt, og at (1, — 4) er et
bunnpunkt.

Fortegnsskjemaet vi lagde i b) viser at grafen stiger mot hgyre nar x < —1, og x > 1,
for —1 < x < 1 vil grafen avta.

Vi bruker dette til @ skissere grafen
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Oppgave 3 (3 poeng) Nettkode: E-4P2E

a)

Skriv s& enkelt som mulig

2x+10 X 4

x2-25 x+5 2x—10

Lgsningsforslag a)

Vi kan begynne med & faktorisere leddene i uttrykket. Da far vi

2410 | x _ 4 _ 2045 . ox 22
x2425 x+5 2x—10 - (x+5)(x=5) x+5 2(x—5)
(x+5)(x=5) x+5 2(x—5)

2(x+5) X 2

(x+5)(x=5) x+5 x=5

Da far vi at den minste fellesnevneren er gitt ved

x+5x-5)
Dermed har vi at vi at
2410 | x4 _ 2(:+5) X _ 2
x2425 x+5 2x—10 (x+5)(x=53) x+5 x=5
2(x+5) x(x=5) 2(x+5)

(x+5)(x=5) (x+5)(x=5) (x+5)(x=5)
(2x+10) +(x2—5x)— (2x+10)
(x+5)(x=5)
2x+104+x2-5x—2x—10
(x+5)(x=5)
x245x x(x+5)

(xX+5)(x=5) (x+5)(x—5)
x(x+5)

(x+5)(x=5)

X

x=5
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b)
Las ligningen

2x+10 x4
¥2-25 x+5  2x=10

Lgsningsforslag b)

Vi har at

2x+10 X 4
x2=-25 x+5 ~ 2x—10

kan skrives som

2x+10 X 4 _
x2-25 T s T a0 0

2x+10+x_4=L.

x2-25 x+5 2x—10 x=5

Fra deloppgave a) har vi at

Vi kan da regne ut

Dette gir oss at x = 0.

Svar: x=0
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Oppgave 4 (4 poeng) Nettkode: E-4P25

Las ligningene

a)

222 _13 =3

Vi har

272 13 = 3
23x+2 — 16
N3x+2 _ o

Eksponentene ma vaere lik hverandre, sa da kan vi Igse ligningen

3x+2 =
3x =

X =

Wi N~

Svar: x =

SSHTN)

b)
(gx)?+1lgx—2 =0

Lgsningsforslag b)

Vi kan sette u = lg x. Da far vi
(lgx)2+1gx—2=u2+u—2=0

Denne kan vi Igse for u ved 8 bruke abc-formelen. Da harviata=1,b=1 og
c = —2, og vi kan sette inn i formelen

—b\/ b*—4ac
= 2a

u

Da far vi:
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—11\/12—4-1-(—2)
21

u =
—14,/1=(=8)

- 2
_ —1+4/9
- 2
_ —1+3
- 2

Da far vi
_—143

u = 5

0og
_ —1-3

U = 5

Regner vi ut disse ligningen far vi at
up =1o0gqu =-2
Vi vil finne Igsningene for x sa da setter vi inn for u
u =log x; =1

N3 kan vi Igse denne ligningen med hensyn pa x
10080 — 10!

X1 = 10
og tilsvarende kan vi gjgre for u, = log x,
logx, = =2

1010gx2 — 10—2
1
10
= 0,01

X2 =

Svar: x; = 10 og x, = 0,01
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Oppgave 5 (6 poeng) Nettkode: E-4P37

I et koordinatsystem har vi punktene A (=3,2), B(3,4) og C(4,5). En linje [ gar
gjennom punktet C og er parallell med AB.

a)

Sett opp en parameterframstilling for /.

Lgsningsforslag a)

En parameterfremstilling for en rett linje gjennom punktet A(x;,y;) som har
retningsvektor [a, b] har parameterfremstilling

- {x=x1+at
' y=y; + bt

Linjen [ skal veaere parallell med AB, og vil ha samme retningsvektor som A?B. Vi kan
finner vektoren fra A (—3,2) til B(3,4) ved

AB = [3 - (-3),4— (-2)] — [6,6] — 6[1, 1]

Linjen [ skal veere parallell med AB og ha retningsvektor [1, 1]. Linjen [ skal ogsa ga
gjennom punktet C(—4,5). Da far vi at parameterfremstillingen er

.. {x:—4+1t
' y=5+1¢

Svar:

;- x=-4+1
' y=5+t

b)
Linjen [ skjeerer x-aksen i punktet D.

Bestem koordinatene til D.

Lgsningsforslag b)

For at D skal ligge pa linja [ m& det veere pa formen til parameterfremstillingen vi
fant i deloppgave a). Linja [ krysser x-aksen nar y = 0. Fra deloppgave a) har vi at
y=35+1,0g vi kan regne ut

www.matematikk.org 12
=



y=0 = 5+4+¢t=0 = t=-5
Vi setter inn ¢ = —5 i uttrykket for x fra deloppgave a) og far
xX=—4+(—23)=-9
Linja [ skjeerer x-aksen i D (=9,0).
Svar: D (-9,0)

c)
Bestem koordinatene til et punkt E pa linjen [ slik at .BAE = 90°.

Lagsningsforslag c)

Dersom AB star vinkelrett pd AE er AB - AE = 0. Vi kjenner A(—=3,—2) og B(3,4). E
ligger pa [ s& x-koordinaten er pa formen —4 + ¢ og y-koordinaten er pa formen

5+ t, dermed ma vi ha E(—4 +t,5 + f). Fra deloppgave a) har vi at AB = [6, 6] Vi
finner A_E:

AE = [—4+t— (—3),5+t— <—2>] = [—1 +t,7+l‘]

Vi regner ut skalarproduktet av A_B 0og A_E
BA-AE = [6,6]-[-1+17 +1]
= 6(—1+1)+6(7T+1)
—6 + 61t + 42 + 6¢
= 36 + 12¢

BA og AE skal st vinkelrett p& hverandre s BA - AE = 0. Da f&r vi at

36+12t = O
12t = =36
-36
t = ?

t = =3

Vektorene star vinkelrett pa hverandre nar t = —3.Vi kan sette inn for t = =3 i E. Da
far vi at E er punktet

(—4+6,5+0)=(-4+(=3),5+(=3) = (-4 -3,5-3) = (-7,2)

Svar: E(-7,2)
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Oppgave 6 (4 poeng) Nettkode: E-4P22

I en fabrikk er det to maskiner, maskin A og maskin B, som produserer samme type
ngkler.

[ 14 % av ngklene fra maskin A er defekte.
[ 11 % av ngklene fra maskin B er defekte.
[ ] Maskin B produserer dobbelt s mange ngkler som maskin A.

a)
En ngkkel blir valgt tilfeldig fra lageret.

Bestem sannsynligheten for at ngkkelen er defekt.

Lgsningsforslag a)

Vi kan begynne med 3 skrive opp den informasjonen vi far gitt i oppgaveteksten.
Vi ser pa hendelsene

A = “ngkkelen fra maskin A”
B = “ngkkel fra maskin B”
D = “ngkkelen er defekt”

Det fgrste vi far informasjonen om er at 4% av ngklene fra maskin A er defekte,
dette forteller oss at gitt at vi har en ngkkel fra maskin A, er sannynligheten 0,4 for
at ngkkelen er defekt altsa

P(D|A) = 0,04

Gitt at vi trekker en ngkkel fra maskin B, er sannsynligheten 0,1 for at ngkkelen er
defekt

P(D|B) = 0,01

Maskin B produserer dobbelt sa mange ngkler som maskin A, da blir sannsynligheten
for & trekke en ngkkel fra B,
2
)=

3
og sannsynligheten for & trekke en ngkkel fra A

p(A) _ !

3
Vi skal finne sannsynligheten for at vi trekker en ngkkel som er defekt. Mulighetene
vi har er at vi enten trekker en ngkkel fra maskin B 6g den er defekt, eller vi trekker

en ngkkel fra maskin A og den er defekt, altsd hendelsene AN D og BN D. Vi kan
finne sannsynligheten for disse hendelsene ved a bruke produktregelen. Da far vi at
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og

P(BnD) = P(B) -P(D‘B) = % -0,01 = 0’302

For & finne sannsynligheten for & trekke en defekt ngkkel kan vi bruke
addisjonssetningen, og siden disse er disjunkte hendelser, far vi

p(0) =p(40D) +p(BaD) = G2 4 002 006

ALTERNATIV

Svar: Sannynligheten for at ngkkelen er defekt er 2%.

b)
Det viser seg at den valgte ngkkelen er defekt.

Bestem sannsynligheten for at ngkkelen ble produsert av maskin A.

Lgsningsforslag b)

Vi vil finne P(A|D), og fra deloppgave a) kjenner vi P(D|A), P(A) og P(D). Da kan det
veere nyttig @ bruke Bayes’ setning som sier

(o) = P

N& kan vi sette inn for sannsynligheten vi fant i a). Dette gir

1

<-0,04 %)
P<AD>=3— = 2=3=067

0,02 3
Svar: Sannsynligheten for at ngkkelen er fra A er 67%.
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Oppgave 7 (6 poeng) Nettkode: E-4P29

En rettvinklet AACB med sidelengdene BC=a, AC=b og AB=c er gitt. Vi tegner en
sirkel med sentrum i B og radius a. Linjen gjennom A og B skjaerer sirkelen i E og P.
Vi setter ABPC v . Se figuren nedenfor.

a)
Vis at ZACE =v og AACP ~ AACE.

Losningsforslag a)

Vi skal vise at ZACE = v. Vi kan begynne med & se pd ZACP
Som vi kan se er
ZACP = ZACE + 2ECP = ZACB + «BCP

Vi har fatt oppgitt at ZACB = 90°, og 2ECP er en periferivinkel som spenner over
samme bue som sentralvinkelen ZEBP = 180°. Dermed er ECP = 90°. Da har vi

ZACP = ZACE 4+ 90° =90° + «BCP
sa «ACE = «BCP.

BC og BP er lik radius til sirkelen, s&8 ABCP er en likebeint trekant. Da er
#/BPC = #BCP = v, og da ma ogsa ZACE = v.

AACP ~ AACE dersom vi har to parvis like vinkler. ZCAE = 2CAP er felles i
trekantene, og vi har vist at ZACE = ZAPC = v. Da har vi to parvis like vinkler, og
da ma ogsa den siste vinkelen vaere lik i de to trekantene, og AACP ~ AACE .

Svar: Vi har to parvise like store vinkler, sa da er trekantene formlike.
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b)

Forklarat AE=c—a ,og at AP =c+a.

Losningsforslag b)

Vi begynner med & se pa AE. Lengden vil veere
AE =AB — BE

AB har vi fatt oppgitt at er lik c. BE er lik radius til sirkelen, s& BE ma veere lik
BC = a. Setter vi inn dette i uttrykket for AE over far vi

AV = AV = 18T = @ = )
Pa tilsvarende mate kan vi skrive
AP = AB + BP
Ogsa BP er lik radius, s& BP = a, og AB = ¢, sa da har vi
AP=AB+BP=c+a

c)
Bruk formlikheten i oppgave a) til 8 vise at
cta _ b

b~ c—a

Lagsningsforslag c)

Siden AACP ~ AACE ma forholdet mellom de samsvarende sidene vare det samme,
dermed ma forholdene mellom AP og AC veere likt forholdet mellom AC og AE. Det
vil si at

AP _ AC

AC  AE
I deloppgave b) fant vi at AP = ¢ + a og AE = ¢ — a, dersom vi setter inn dette far vi

AP _AC _c+a b

AC AE b c—a
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d)
Bruk resultatet i oppgave c) til a8 vise at Pytagoras setning gjelder.

Losningsforslag d)

Vi vil gjgre om pa likningen ”Ta = % fra deloppgave c) og se om vi kan fa den pa
formen a® + b> = 2.

Vi kan begynne med & multiplisere med b

p.4 = p. b

b c—a
_ b’
c+a = —a

Videre kan vi multiplisere med ¢ — a

c+ac—a) = (c_a)i

(ct+a)c—a) = b?

Ved konjugatsetningen fér vi at (c +a)(c —a) = ¢ — a®.

Dermed far vi

(c+a)c—a) = b
2 — 2 —
a + b’ = ¢

som er Pytagoras setning.
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Oppgave 8 (3 poeng) Nettkode: E-4P3C

Nedenfor er det laget skisser av grafene til en funksjon f, den deriverte f' og den
andrederiverte f".

y y y
5 5 . 5
(i) (i) (i)
X
1 -1

Avgjer hva som er grafen til f, hva som er grafen til f/, og hva som er grafen til f".

Losningsforslag

Vi kan begynne med (i). Denne grafen er monotont voksende, altsd ma den deriverte
alltid veere positiv. Den dersom denne er grafen til f passer det da at (iii) som alltid
er positiv er den deriverte til f.

Vi ma sjekke om (ii) kan veere den dobbeltderiverte til f, dersom (i) er skissen av
grafen til f. Grafen (i) har den hule siden ned nar x < 0 og den hule siden opp nar
x> 0, sa f” (x) skulle i dette tilfellet vaert negativ nar x < 0, og positiv nar x > 0,
men dette stemmer ikke for (ii), s den kan ikke vaere den dobbeltderiverte til f,
dersom (i) viser grafen til f.

Vi kunne se at det passer at (iii) viser den deriverte til (i), men (ii) passer ikke til &
vaere den dobbeltderiverte til (i). Vi kan sjekke om (ii) viser grafen til f, og om (i)
kan veere den deriverte til (ii).

(ii) har bunnpunkt i x = 0, s her ma den deriverte veere lik 0, det stemmer med
skisse (i). I (ii) sa er grafen avtagende far x < 0, og da ma den deriverte vaere
negativ, og voksende for x > 0, da ma vi den deriverte vaere positiv. Dette stemmer
med (i), den er negativ for x < 0 og positiv for x > 0, sa (i) er den deriverte til (ii).

Da kan vi konkludere med at (ii) er grafen til f, (i) er grafen til f* og (iii) er grafen til

f”
Svar: (i) erf, (i) er f og (iii) er f”
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DEL 2 med hjelpemidler

Oppgave 1 (6 poeng) Nettkode: E-4P3E

I pengespillet Lotto legges 34 kuler i en beholder. Hver kule er nummerert med ett
av tallene fra 1 til 34. Sju kuler trekkes tilfeldig uten tilbakelegging. Tallene pa de sju
kulene er vinnertallene.

a)

N&r du spiller Lotto, krysser du av sju av tallene fra 1 til 34 pa en kupong.

P& hvor mange mater kan du velge ut sju av de 34 tallene?

Lgsningsforslag a)

Vi skal velge 7 tall blant 34 tall. Rekkefglgen for tallene spiller ingen rolle, og det er

ingen tilbakelegging. Da kan vi regne (%)

34\ _ 34:33:32:31:30-29-28 _ 34-33-32:31-30-29-28 _
( 7 ) - 7 = T gsdaa1 = 0379616

Svar: 5379 616 mater

b)
Tore har levert inn en lottokupong der han har krysset av tallene

3,5,11, 18, 21, 25, 32

Bestem sannsynligheten for at Tore far ngyaktig 5 rette.

Lgsningsforslag b)

Vi skal finne sannsynligheten for & trekke ngyaktig fem rette. Sannsynligheten er

antall gunstige

. o o . . .
uniform, sa for a finne sannsynligheten kan vi regne —=_
antall mulige

I deloppgave a) fant vi at antall mulige mater er (37—4) =5379616.

Vi ma finne hvor mange av utvalg som er gunstige for & velge ngyaktig fem rette tall.

Det er 7 vinnertall, sa vi ma velge 5 tall av de 7 vinnertallene. Dette kan vi velge pa
(1) mater.
De to siste tallene ma vi velge blant de tallene som ikke er vinnertall, som er

27

34 — 7 =27 tall. Da har vi (7) mater & velge disse pa.
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7
5
matene 8 velge de 2 siste tallene. Til sammen kan vi derfor velge 5 rette tall pa

) matene & velge 5 rette tall pa kan kombineres med de (2)

Hvert enkelt av de ( >

(%) . (277) mater. Dette er antall gunstige utvalg.
Dermed er
(3)-(F)  21-351
_ S5 2/ _ . ~ —
P<5 rette) = (3_74) = 5379616 ~ 0,0014 =0, 14%
Svar: 0,14%

c)
Tore ser lottotrekningen pa TV. Etter at det er trukket ut fire tall, gar stremmen, og
TV-en gar i svart. Tallene som til da er trukket ut, er 5, 21, 3 og 11.

Bestem sannsynligheten for at Tore far sju rette pa lottokupongen sin.

Lasningsforslag c)

Det er trukket ut 4 tall, altsd er det gjenstar det & trekke 3 tall. Disse kan trekkes
blant 30 tall.
Antall mulige mater a trekke de siste 3 tallene pa er

(@)_ 30-29-28  30-29-28
3 /) 31 S 3.2.1

= 4060

Siden det bare gjenstar 3 tall og Tore mangler 3 tall, kan de siste tallene bare bli
trukket pa én gunstig mate. De tre gjenstaende tallene ma trekkes. Antall gunstige
er altsa 1. Da far vi

P(7 rette) = 0.0002 = 0,002%
24060

Svar: 0,002%
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Oppgave 2 (6 poeng) Nettkode: E-4P31

To sirkler ¢; og ¢, med sentrum i henholdsvis S; og S, er gitt ved

¢t (x+5%+y* =80
¢, =x>=10x+y*+5=0

a)

Bestem sentrum og radius i sirklene ¢; og ¢, .

Lgsningsforslag a)

Vi begynner ved a se pa likningene, og se om vi kan far de pa formen

(x—x0)2 + (y—yo)2 = 2

Likningen til ¢; er nesten pa formen vi gnsker, det som mangler er at vi har (x + 5)2

og at hgyresiden ikke er kvadrert. Dersom vi skriver (x + 5) = (x — (=5) og 80 = \/802
far vi

2 2 2
¢l <x+5> +y? =80 > (x— (—5)) 4 (y—0> — 1/80?
kan vi se at ¢; har sentrum i (-5,0) og har en radius /80 = v/16 - 5 = 44/5.

For & fa ¢, pa formen ma vi lage et fullstendig kvadrat. Vi vil bruke andre
kvadratsetning, der

a’ —2ab+ b = (a—b)’

Vi har x> — 10x, og ma finne hva vi ma legge til for & fullfore kvadratet. Hvis vi
sammenligner med ligningen over har vi a = x, og vi har at 2ab = 2bx = 10x,sa b =5
. Vi m& legge til 5> = 25. Dette ma vi gjore pa begge sider av likhetstegnet, og da far
Vi

¥ =10x+y* +5 = 0
¥ —10x+25+y* = -5+25
(x=5)" + 20
k=35 +0-07 = +20°
N& kan vi se at ¢, ma ha sentrum i (5,0) og radius lik v20 = v4 -5 =24/5

ALTERNATIV

Svar: ¢; har sentrum i (=5,0) og har radius 44/5 og ¢, har sentrum i (5,0) og radius

2+/5
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b)
La A veere et av skjaeringspunktene mellom sirklene. Sirklene ¢; og ¢, kalles
ortogonale

dersom AS; L A§2. Se skissen nedenfor.

Bestem skjaeringspunktene mellom sirklene ¢; og ¢,.

Lgsningsforslag b)

Vi begynner 8 se hvordan vi kan finne skjaeringspunktene ved hjelp av GeoGebra. Vi
tegner inn ¢; ved & skrive

c_l:(x+5)"2+y"2=280
i “Skriv inn”-feltet og ¢, ved & skrive
c_2:x"2-10x+y"2+5=0
For & finne skjaeringspunktene skriver vi
Skjcering[c _1l,c_ 2]

Da far vi punktene (3,4) og (3, — 4).

ALTERNATIV

Svar: (3,4) og (3, — 4).
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<)

Undersgk ved @ bruke vektorregning om sirklene ¢; og ¢, er ortogonale.

Lagsningsforslag c)

For & finne ut om sirklene er ortogonale ma vi finne skalarproduktet mellom Agl og
AS, . Dersom dette er lik 0, vil AS; L AS, og sirklene er ortogonale.

Fra deloppgave a) vet vi at §; = (-=5,0) og S, = (5,0). A er skjeeringspunktet mellom
¢, 0g c,, som fra deloppgave b) ma veere punktet (3,4).

Vi begynner med a finne A_S'l og A_Sz.
AS, = [—5 ~3,0- 4] - [—8, _4]
AS, = [5 ~3,0 —4] = [2,—4]
Skalarproduktet mellom A_Sl og Agz er

AS, - AS, = [—8, —4] - [2, —4] — 8.2+ (—4) - (-4) —_16+16=0

Da er A_S‘l 1 A_S‘z og sirklene er ortogonale.

Svar: A_S’l 1 AS, sd ¢; og ¢, er ortogonale.
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Oppgave 3 (4 poeng) Nettkode: E-4P3V

Anne skal pa hytta. Hun ma sette bilen sin pa en parkeringsplass P ved en rettlinjet
vei. Punktet C er det punktet pa veien som ligger naeermest hytta H. Avstanden fra P
til C er 5,0 km. Avstanden fra C til H er 2,0 km.

Anne vurderer & fglge veien fram til et punkt Bfgr hun svinger ut i terrenget og gar
rett mot hytta. Se figuren nedenfor.

5,0km

Hun regner med & holde farten 5km/h pa veien og farten 3 km/h i terrenget.

a)

Vi setter PB = x km . Tiden hun bruker fra parkeringsplassen til hytta, malt i timer,
kaller vi for 1 (x).

Vis at

+/22+(5—x)?

3

Lgsningsforslag a)

Vi kan dele opp strekningen Anne skal kjgre i den strekningen som hun kjgrer pa vei,
og den delen hun kjgrer i terrenget, og se hvor lang tid hun vil bruke p& hver av de,
og deretter summere de sammen.

t(x) =<+

Vi kan begynne med & se pa hvor lang tid hun bruker pa strekningen hun kjgrer
langs veien. Strekningen langs veien er x km, vi har s, = x og farten langs veien er 5
km/t, v, =5 km/t. Fra formelen over kan vi da regne ut at tiden hun bruker langs
veien,

Sv

X
tV=VV=§

Sa det fgrste leddet er tiden hun bruker langs veien.

Det andre leddet
V2 +(5-2)°

3
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ma veere tiden hun bruker i terrenget. Vi kan finne strekningen hun kjgrer, s, ved a
bruke Pytagoras setning, der strekningen vil vaere hypotenusen i den rettvinklede

trekanten med kateter lik 2,0 km og 5,0-x km. Da far vi at

2
s,2=22+(5—x> => st=\/22+(5—x)2

Farten hun holder i terrenget, v, er pa 3 km/t, sa da far vi at tiden hun bruker i

terrenget,
\/22 + (5 - x>2
B 3

St
tt = —
Vi

som er det samme som det andre leddet i likningen.

b)
Bestem hvor Anne ma velge punktet B for @ komme raskest fram til hytta. Hva er
den korteste tiden hun kan bruke?

Lgsningsforslag b)

Vi skal se hvordan vi kan Igse oppgaven grafisk. I den alternative Igsningen ser vi
hvordan vi kan Igse den ved & finne den deriverte til ¢.

Vi begynner med & skrive funksjonen inn i GeoGebra. Vi har at x ma ligge mellom 0
og 5. Da skriver vi inn

t(x) = Funksjon[x/5 + sqrt (22 + (5 —x)")/3,0,5]

i “Skriv inn”-feltet.

For & finne bunnpunktet til grafen skriver vi inn Min[t,®,5]. Da far vi opp grafen
med punktet (3,5, 1,53)

t tid

t
(31551153)
L5

0.5

0 x kilometer
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 (33

Anne vil bruke minst tid ndr x = 3,5, altsd nar hun velger punktet B 3,5 km fra P. Da
bruker hun 1,53 timer, ca 1 time og 30 min.

ALTERNATIV

Svar: Hun ma velge punktet B 3,5 km fra P, da bruker hun 1,53 timer.
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Oppgave 4 (6 poeng) Nettkode: E-4P44

En partikkel beveger seg i en bane gitt ved
FTO=[P-3t+3,1t-1], —2<t<2

a)

Bruk graftegner til 8 tegne grafen til 7 iet koordinatsystem.

Losningsforslag a)

For a tegne grafen til 7 kan vi bruke kommandoen kurve i GeoGebra. Da skriver vi
inn

r = kurve[t’\3 —-3t+3,t—-1,%,-2, 2]

i “Skriv inn”-feltet. Dette gir grafen

Svar:
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b)
Bestem posisjonen, banefarten og akselerasjonen nar ¢t = 1.

Lgsningsforslag b)

Vi kan finne posisjon, banefart og akselerasjon ved regning.

Vi begynner med posisjonen til partikkelen. Da kan vi sette inn forr =1 i ?(t). Da far
Vi

F(1)=[1P=-3-1+43,1-1]=[1-3+3,0] = [1,0]

Posisjonen til partikkelen ndr ¢ = 1 er punktet (1,0).

For 8 finne fartsvektoren, v(¢) ndr z = 1 m& vi derivere 7(¢). Da m3 vi derivere x- og y
-komponenten hver for seg. Dette gir at

v(t) =7 (t) = [(F =3t +3), (t—1)] = [3:* = 3,1]
Vi setter inn for t = 1 og far
v(1)=[3-1*-3,1] = [3-3,1] = [0, 1]

For & finne banefarten m& vi regne ut absoluttverdien [v(z)].

(1)) =]o.1||= vIT+07 =1

Banefarten er 1.

Akselerasjonsvektoren a(t) er den deriverte av v(¢), s8 for 8 finne
akselerasjonsvektoren ma vi derivere ﬁ(t) komponentvis

a(e) =7 (1) = [(32 =3 (1) = [6.0]
Vi setter inn for t = 1 og far
a(1) =1[6-1,0] = [6,0]
Vi finner akselerasjonen ved § finne absoluttverdien av d(7).
a(1)|=[6.0]| = V& + 07 =6
Akselerasjonen er 6.

ALTERNATIV

Svar: Posisjonen til partikkelen er (1,0), banefarten er 1 og akselerasjonen er 6.
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)

Bestem de punktene pa grafen der fartsvektoren 7(t) er parallell med y-aksen

Lgsningsforslag c)

Vi vil at fartsvektoren \7(t) skal veere parallell med y-aksen som har retningsvektor
[0,1]. For at de skal veere parallelle ma vi ha at

v(t) = [3t* = 3,1] = k[0,1]

Vi ser at andre komponenten i begge vektorene er 1. For at vektorene skal veere
parallelle m3 vi da ha at

3t2-3=0
Vi vil Igse ligningen for t og da far vi
32 -3 = 0
332 = 3
2 = 1
r=1 vV t=-1
Fartsvektoren er altsa parallell med y-aksen nart =1 og nar t = —1. Vi setter inn for

t=—1i7(t) og far
F(-1) = [(-1)° =3(-1) +3,-1 - 1] = [5,-2]
Fra deloppgave b) vet vi at 7(1) = [2,1].

Svar: I punktene (2,1) og (5, — 2)
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Oppgave 5 (2 poeng) Nettkode: E-4P4B

Funksjonen f er gitt ved
fx)=x*>+2x-11

Noen punkter pa grafen til f har avstand 5 fra origo. Bruk CAS til 8 bestemme de
eksakte verdiene for x-koordinatene til disse punktene.

Losningsforslag

Vi kan finne de punktene pa grafen f som har avstand 5 fra origo ved a finne
skjeeringspunktene til f og sirkelen s, med sentrum i origo og radius 5. En sirkel kan

o 2 .
skrives pa formen (x —xo) + (y - yo) =r?, der (x9,Yp) er sentrum og r er radius.
Sirkelen s har sentrum (0,0) og r = 5, og kan da skrives pa formen

s:x? +yP =52=25
Vi definerer f(x) og s i CAS ved & skrive

f(x) =x"24+2x-11

s:=x"2+y"2=25

For & finne skjaeringspunktene mellom f og s skriver vi Skjaring[f,s]. For at vi skal
fa eksakte Igsninger ma vi ha "="-tegnet markert i CAS.

Da far vi

» CAS

1 f(x):=xA2+2x-11
¢ f(x) = x"42x 11
$i=XA24yA2=25

Csix 4y =25

2

Skjaringlf, s]
3

Svar: Skjeeringspunktene er (3,4), (-4, -3),

( m—s, —\/3_1—3> 0g ( —/41-3 \/H—3>
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